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I. CALCULO INTEGRAL DE FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

O nosso primeiro objectivo nessa disciplina de Analise III é generalizar a nocao do integral
definido de Riemann, conhecido para funcoes de uma varidvel, para funcoes de varias variaveis.
Nos estudaremos o caso de duas variaveis.

Primeiramente, nos vamos considerar o problema practica que nos leva a nocao do integral
definido de fungoes de duas variaveis, chamado também o integral duplo.

1. Volume de um corpo cilindrico e nogao de integral duplo

Relembramos que no caso de fungdes y = f() de uma varidvel, a area do trapézio curvilineo,
limitado de cima pela curva y = f(z), de baixo pelo eixo dos z e de lados pelas rectas verticais
xr=aex =0, levou a nocao do integral definiido

b
Area:/ f(x)dx.

Agora pretendemos introduzir a nogao do integral duplo de uma fungao z = f(z,y) de duas
variaveis.

Seja D o dominio da fungao f(z,y) de duas varidveis. Suponhamos que a funcao f(z,y) é
continua e nao negativa. O grafico dela é uma superficie sobre o dominio D. Essa superficie
sobre o dominio D limita o certo corpo cilindrico. Esse corpo é limitado pela superficie propria
z = f(z,y) de cima, pelo dominio D no plano Ozy e pela superficie lateral cilindrica. Tal corpo
chama-se cilindréide. Assim a definicao do que é cilindréide, é a seguinte.

DEFINIQAO. Cilindréide ou corpo cilindrico ¢ um corpo limitado pelas tres su-
perficies:

1) o plano z = 0 de baixo;

2) a superficie z = f(z,y) de cima;

3) a superficie cilindrica vertical.

Seja V' o volume desse corpo.

Problema. Calcular esse volume V.
O problema levara a nocao do integral duplo.

Para resolver o problema, vamos usar a abordagem tipica para o calculo integral, nomeada-
mente a ideia de particao do dominio D em partes pequenas. Assim, partimos D em partes
pequenas, de modo arbitrario. Designamos a cada parte pequena pelo D;, assim que



Sobre cada parte pequena temos a parte correspondente pequena da nossa superficie, que limita
um certo corpo cilindrico fino. Designamos o volume desse corpo cilindrico fino pelo V;. Entao
todo o volume V' ¢ igual a

A ideia principal é baseada no facto que o volume desse corpo cilindrico fino pode ser
calculado aproximadamente, como o corpo de cilindro com a base D; e uma certa altura. Para
obter essa altura, escolhemos um ponto arbitrario

dentro de D;. A altura desse corpo cilindrico fino nesse ponto é igual a f(&;,n;). Portanto, o
volume desse corpo cilindrico fino pode ser calculado aproximadamente como

Vi= f(&,m) - AA;,

onde )
AA;, = Areade D,.

Entao o valor do volume total é igual aproximadamente a

N

Vox ) f(&Gm)AA

=1

Para aumentar a precisao desse calculo, é necessario aumentar o nimero N das partes pequenas,
e ainda mais, diminuir cada parte pequena D;. No limite, quando o didmetro maximo d das
todas partes pequenas tende para zero, obteremos

N
Vo= gl;r%;f@,m)AAi. (1)

Relembramos que o diametro d; de uma parte D; ¢é

d; = sup dist(P,Q),
P,QeD;

isto é, d; é a maior distancia entre os pontos do
conjunto fechado D;. Entao o valor maximo d
usado acima é d = max d;.

i=1,...,.N

O limite do tipo (1) chama-se integral duplo sobre a regiao D. Designa-se como

V://Df(a:,y)da:dy.
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Sublinhamos que esta nogao nova apareceu no problema de célculo de volumes e foi suposto
que a fungao f(z,y) é continua e ndo negativa. Essa tltima suposicao foi introduzida para sim-
plicidade, s6 para dar explicacao geométrica dessa nocao . Mas a nocao do integral duplo pode
ser introduzido para fungoes de qualquer sinal e nao obrigatoriarmente continuas. Portanto,
vamos repetir a definicao do que € o integral duplo, na situagao mais geral e com mais rigor.

Seja f(x,y) uma funcdo arbitraria definida na regiao D no plano das varidveis x e y. Seja

P= {Di}i\il
qualquer particao da regiao D em partes pequenas D;. Designamos
AA; = Area de D;.

Seja (&;,m;) € D; um ponto dentro de cada parte pequena D;, escolhido de maneira arbitraria.

A soma
N

i=1
diz-se @ soma integral.
Introdizimos ainda a designacgao

d = max{diam D;} — o maior dos didmetros das partes pequenas D; .

DEFINIQAO. Suponhamos que o limite das somas integrais existe desde que d — 0, e
ndo depende da escolha de particio P e da escolha dos pontos (&;,m;). Entdo esse limite diz-se
o integral duplo sobre a regiao D e designa-se de tal modo:

N
//Df(x’y)dxdy = iii%izlf(&?m)AAi.

A regiao D diz-se o dominio de integracao ou regido de integracao .

Se o integral duplo da fungao f(z,y) sobre a regiao D existe, a fungao f(z,y) diz-se integrdvel
nessa regiao.

E possivel demonstrar que esse limite realmente existe se a funcao f(x,y) é continua na
regiao fechada D;, isto é, na regiao incluindo a sua fronteira. E possivel demonstrar ainda que
cada funcao integravel é obrigatoriarmente limitada. Mas nem cada func¢ao limitada pode ser
integravel.

2. Propriedades de integrais duplos

PROPRIEDADE 1. Seja f(z,y) uma funcio continua na regiio fechada D. Entdo ela
€ integrdvel, isto €, o integral [ [, f(z,y)dzdy existe.
PROPRIEDADE 2. Se a funcao f(x,y) € integravel, ela é limitada.



PROPRIEDADE 3. Se existem os integrais duplos das funcoes f(z,y) e g(x,y) sobre
uma regiao D, entao existe também o integral duplo da soma e

//D[f(x,y)+g(l‘,y)]dxdy = //Df(x,y)dxdy + //Dg(x,y)dxdy.

PROPRIEDADE 4. O factor constante pode-se separar fora do sinal de integragao :

//Dcf(x’y)d“’dy = C//Df(x,y)da:dy.

PROPRIEDADE 5. Seja f(z,y) uma fungdo integrdvel no dominio D. Se esse dominio
¢ formado de duas partes D1 e Do, sem ponto interior comum, entdao

//Df(x,y)dxdy = / . flx,y)dxdy +/ . f(z,y)dxdy .

PROPRIEDADE 6. Se f(z,y) =1, entdo

// ldxdy = area da regiao D .
D

Demonstracao . Realmente,

N

//D ldxdy = }liil(l) Zl 1 - area da regiao D; = area da regiao D.

PROPRIEDADE 7. Seja f(z,y) € uma fungao integravel. Entdo, a funcdao |f(x,y)| €

integrdavel também e
’//f(x,y)dxdy‘ S// |f (2, y)|dady .
D D

PROPRIEDADE 8. (Teorema do Valor Médio ) Seja f(z,y) € uma fungdo continua
na regido fechada D. Entao existe um ponto (£,m) € D tal que

//Df(x,y)dxdy = f(&§,n)Ap,

onde Ap € a drea da regiao D.

3. Calculo dos integrais duplos. Integrais repetidos

Vamos considerar o caso particular importante quando a regiao D é um rectangulo no plano
com lados paralelos aos eixos de = e y:

D={(zx,y): a<zx<b c<y<d}.
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Nesse caso podemos introduzir, de maneira natural, o integral repetido

d b d b
v [ ez = [ { [ tp)de | ay

onde integramos a nossa fungao , primeiro em variavel x, com y fixo, e obtemos o resultado

Fly) = /f(fuy)dx

que depende s6 de y, e depois finalmente integramos, em variavel y, o resultado dessa primera
integracao .

Tal integral obtido diz-se integral repetido. E possivel considerar também o integral repetido
semelhante em ordem contraria:

b d b d
[ [ty = [ { [ oy | iz

PERGUNTA. Que é a relacao desses integrais repetidos com o integral duplo sobre o
rectangulo?

RESPOSTA ¢ dada pelo teorema seguinte.

TEOREMA. Seja f(x,y) uma fungdo continua no rectangulo fechado. Entdo o integral
duplo e integrais repetidos sobre o rectangulo sao iguais:

//Df(%wdl’dy = /ddy/bf(:c,wdx:/bdx/df(x,y)dy.

S e m demonstracgao

Agora vamos passar aos integrais repetidos no caso de dominio arbitrario D. Suponhamos
que a regiao D tem a forma de quasi rectangulo, isto é, tem lados verticais rectilineas, mas as
fronteiras de cima e de baixo sao curvilineas. Sejam

equacgoes dessas fronteiras.
Nesse caso podemos introduzir o integral repetido da forma



E possivel também tratar o caso semelhante quando a regiao D tem lados horisontais rec-
tilineos e as fronteiras de lados curvilineas. Sejam

r=9y) e z="h(y)

as equacgoes dessa fronteiras "de lado”. Entao o integral repetido sobre tal regiao pode ser

introduzido como
d h(y)
/dy/f(:v,y)dx-

c 9(y)

TEOREMA. Seja D uma regiao de tipo acima mencionado e f(x,y) uma fungdo continua
na regiao fechada. Entao o integral duplo coincide com o integral repetido correspondente.

Assim, o teorema permite reduzir o calculo dos integrais duplos ao calculo dos integrais
repetidos. O célculo dos integrais repetidos ja é uma tarefa bem resolivel, visto que é calculo
dos integrais ordinarios, bem familiar da disciplina de Anélise Matematica II.

Observacao . No caso de regides mais complicadas, antes de passar de integral duplo ao
integral repetido, é necessario partir a regiao em partes mais simples, da natureza anterior, e
depois, usando a Propriedade 3, passar aos integrais repetidos em cada parte mais simples.

Vamos considerar exemplos.

EXEMPLO 1. Calcular o integral duplo

//D(4 — 2% — y?)dady

sobre o rectangulo D limitado pelas rectas:

Passando ao integral repetido, temos

//1)(4—x2—y2)dxdy:/03 (/01(4—5132—y2)dx)dy:
_/03(4m_%3_$y2> ldy—/o?)(l—%—y?)dy—z

EXEMPLO 2. Calcular o integral duplo

//D(1+x+y)d:cdy

onde o dominio D é limitado pelas curvas

Yy =—-x, x:\/ga y:2
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Temos
VY
(

2
//(1+x+y)dxdy:/ dy
D 0
-y

Depois de cédlculo bem familiar obtemos

44 13
//(1+:c+y)dmdy: —V2+ =
b 15 3

2
22
1+x+y)dw=/(m+5+xy)
0

EXEMPLO 3. Calcular o integral duplo

//ezdxdy,
D

onde o dominio D € o triangulo limitado pelas rectas

Temos

//ezdxdy—/dx/ez = [a(e)

0 0

EXEMPLO 4. Calcular o integral duplo

[ [+ ey

onde o dominio D € limitado pelas curvas

Temos
1 Vo
[ [ @ isy = [ s [+ g)ay
D
0 2

ete

EXEMPLO 5. Calcular o integral duplo

| [ e = oy

onde o paralelogramo D € limitado pelas rectas
y=z, y=z+1, y=1, y=3.
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4. Mudancga de variaveis em integral duplo

Relembramos que mudanga de variavel foi usada frequentemente em integrais ordinérios de
funcoes de uma variavel:

b I}
/ﬂ@m::/ﬁwmwww, = lt), 1)

onde « e 3 sao limites para a variavel nova t.

A semelhanca para os integrais duplos pode ser feita mudanca de varidaveis com objectivo
de facilitar o calculo do integral. Neste caso é necessario fazer mudanca de duas variaveis
simultaneamente, em geral:

7= p(u,v), y=vu,v)

com as novas variaveis u e v. Esperamos que deve ser valida a férmula

//Df(x,y)dxdy = / le[go(u,v),w(u,v)] 2999 dudv (2)

onde D; deve ser uma nova regiao no plano, percorrida pelo ponto (u,v). No caso de integrais
ordindrios, isto é, na férmula (1) no lugar de| 7777 |foi escrita a derivada ¢/(t), Assim, no
nosso caso de duas varidveis surgem as duas perguntas:

1) o que deve ser escrito em vez de @ na férmula (2), e

2) como determinar a regiao nova D;?
Consideramos a nossa mudanca de varidveis:

T = QO(U’ U),
{ Y= w(%U) (3)

Essa mudanca gera uma aplica¢ao de uma certa regiao no plano dos pontos (u,v) a uma regiao
no plano dos pontos (z,y). Suponhamos que as fungoes @(u,v) e 1(u,v) sdo continuas e
univocas. Assim aplicacdo é univoca. Isso significa que a cada ponto (u,v) corresponde um
ponto unico (z,y). Suponhamos também que essa aplicagao é biunivoca, isto é, reciprocamente,
T = QO(U, U),
Y= 7?(% U)

O conjunto de todos os tais pontos (u,v) que correspondem aos pontos (z,y) quando (z,y)
percorre a regiao D, designnamos pelo D;. Assim,

para cada ponto (x,y) existe um ponto unico (x,y) tal que {

(u,v) € Dy | <= | (z,y) €D
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O dominio D diz-se a tmagem do dominio D; na aplicagao (3). Ainda dizem que o dominio
D, é a preimagem do dominio D na aplicagao (3). Ainda, em termos de aplicagao inversa, é
possivel dizer que o dominio Dy é ¢magem do dominio D na aplicacao inversa a (3).

Pergunta. Dada uma regidgo D e as fungoes ¢(u,v) e 9 (u,v) de mudanga (3), como é
possivel determinar a regiao D; correspondente?

A regra geral é a seguinte. Seja I' a fronteira da regidao dada D no plano dos pontos (z,y).
Temos de estudar o que acontece com essa fronteira I' com a mudanga de varidveis. Seja ['; a
imagem dessa fronteira I' no plano dos pontos (u,v).

Se determinarmos essa imagem [I'y, isto vai ser quasi a solu¢ao do problema. Realmente, se
ja sabemos a imagem I'; da fronteira I', entao a regiao D, procurada pode estar ou interior ou
exterior da nova fronteira I';. Para verificar o que temos na realidade, basta escolher algum
unico ponto para verificagao .

Vamos considerar um exemplo.
Exemplo. O dominio D € o triangulo limitado pelas rectas
r=0, y=0, z+y=2.

A mudanca de varidveis € dada pelas formulas

{x:u+v, (1)

Yy=u—0

temos de determinar o dominio Dy com essa mudanca de varidveis.

De acordo com a regra acima dita examinamos a aplicacao (4) s6 na fronteira da regiao

dada D:

1) =0 — u+v=0, ie. v=—u;
2) y=0 <— wu—v=0, ie v=u;
3) r4+y=2 <= 2u=2, ie. u=1.

As rectas novas obtidas
v=—u, v=u, u=2

sao as fronteiras do novo triangulo. Assim o triangulo inicial passa ou no interior desse novo
triangulo, ou no exterior. Para verificar isso, escolhemos um ponto concreto

(o, yo) = (%, %)

dentro do triangulo inicial D. Neste caso obtemos o ponto

(10, v6) = (%0)

0 que pertence ao interior do novo triangulo. Assim um dos pontos interiores do triangulo D
passa ao interior do triangulo novo. Entao todos os pontos interiores do D passam ao interior
do triangulo novo. Isto significa que a regiao procurada D; é esse triangulo novo.
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Assim, ja sabemos, como é possivel determinar a regiao D; - via investigacdo de imagem

da fronteira.

Falta dar a resposta a outra pergunta: o que deve ser escrito em vez de

férmula (2)7? A resposta é dada no teorema seguinte.

Iy ds

na

TEOREMA. Sejam p(u,v) e ¥(u,v) umas fungoes definidas em regiao Dy. Suponhamos

que elas sao continuas e tém derivadas parciais continuas em D .

num integral duplo pode ser realizada pela formula

Entao, mudanca de varidveis

J Ip fay)dedy = [ [5, fleo(u

v), Y(u,v)] - |J(u,v)| dudv

onde Dy é a imagem da regiao D e

8_g0

_ D(z,y) | Ou
J(u,v) = D, v) = o
ou

¢ o Jacobiano das fungoes @(u,v) e (u,v).

ov

o
ov

Vamos considerar o caso especial, quando a mudanca de varidveis consiste de passagem aos

coordenades polares:

x =rcosb,
y=rsenf
onde 7 > 0 e habitualmente 0 < 6 < 27. (Nesta vez, em vez de (
Neste caso,
Ox p Ox P
— = cos — = —r sen
or ’ 00 ’
0 0
8_17{: sen @, a—‘g: rcosf .
Portanto o Jacobiano correspondente ¢é igual a
D(z,y)
0) = =7
J(T7 ) D(T, 0) r

u,v) temos (r,0)).

Conclusao. A formula de passagem aos coordenades polares em integral duplo tem a forma

[ [, fle,y)dedy = ffle(rcosﬁ,rsene)r drdo .
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Exemplo 1. Determinar o integral duplo

// V9 — a2 —y?dedy
D

sobre o anel
D={(r,y): 1< +y*<4}.

Com passagem aos coordenades polares, é claro que

l<r<?2

2 2
l<ax*+y* <4 <— 0<0<2r.

Assim a nova regiao D; é descrita pelas condigoes 1 < r < 2, 0 < 6 < 27 . Portanto,

//\/9—x2—y2dxdy:// V9 —r2drdd =
D Dy
2 2 2

- /rﬂdr/d&z%r /Wd
1

1 0

O 1ltimo integral calcula-se facilmente por meio de mudanca de varidvel r? = t e nos chegamos
ao resultado %” [16\/_ — 5\/5] depois de calculo simples.

Exemplo 2. Determinar o integral duplo

//D(:c +vy) dzdy

sobre o dominio D limitado pela curva

Pyt 1=2x+y) .

A curva dada é circunferéncia de raio 1 centrada no ponto (1, 1) visto que a sua equgao tem
a forma

(=1 +(y—-1)7=1.
E claro que a mundanca conveniente de variaveis é
{ x—1=rcosf
y—1=rsend
Com essa mudanca temos

O<r<l1, 0<60<2rm.

Portanto,
1

1 2m
//(x—i—y)dxdy:/rdr/(Z—i—TcosQ—f— rsen@)d0:47r/rdr:27r.
D
0 0

0
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5. Calculo de areas por meio de integrais duplos

Ja sabemos da Propriedade 6 dos integrais duplos que a area de qualquer figura no plano é
igual a

Area da regiio D = [ [, dzdy.

Assim, o calculo da area de qualquer figura D reduze-se ao cédlculo do integral duplo

|/ fD dxdy sobre essa figura D.

Exemplo 1. Determinar a drea da figura limitada pelas curvas
zy =4, x+y = 5.

E f4cil determinar que os pontos de interseccao da hipérbola y = % comarectay =5—1x
sao os pontos

(1,4) e (4,1).
Portanto obtemos
4 5—z 4

= f fpts = fur [ar= [ (3-2-2)

1

2
= (595— % —4lna:)

Exemplo 2. Determinar a drea da figura limitada pelas pardbolas

8 [

4
=7,5—4In4 .
1

vt = 2041, oy = 4—4dx.
E facil calcular que os pontos de interseccao dessas parabolas sao

(@) = @)

Passamos ao integral repetido, integrando primeiramente em z e depois em y. Obtemos
1= V2
2

V2
- Jo s [t amav
_\/5 Yy

-1 0
2

2
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6. Calculo de volumes por meio de integrais duplos

Por meio de integras duplos é possivel calcular volumes de cilindrodides

Seja D a regiao no plano dos x e y que € a base do cilindréide. Entao, como foi mostrado
na introdugao do integral duplo, o volume do cilindréide calcula-se pela férmula

V=[], f(z,y)dedy .

supondo que f(x,y) é uma funcdo nao negativa.

EXEMPLO. Determinar o volume do corpo cilindrico limitado pelas superficies
z=0, =0, y=0, z+y=1, z=x+y+1.

A base D desse corpo no plano dos = e y é o triangulo limitado pelas rectas © =0, y = 0
e =+ y = 1. A superficie que limita o corpo de cima, é z=x +y+ 1 . Assim

1 1—x 1
2
V://@H%l)dwd’y = /d:r/(x+y+1>dy = /(xy+%+y>
D
0 0 0

Depois de calculo bem familiar obtemos V =

y=1l—x

dz .

y=0

ot

7. Integrais curvilineos (integrais de linha)

7.1. Integrais curvilineos da 1° especie
Seja L uma curva no plano, dada pela equacao

y=y(z),

onde y(z) é uma funcao definida e diferencidvel no intervalo [a, b]. Designamos pelo A e B as
extremidades dessa curva. Assim,

A=(a,y(a)) e B=(by)).

Seja ainda f(z,y) uma fungao definida em cada ponto (z,y) da curva L. Queremos definir
o que ¢ integral desta fungao f(z,y)

ao longo da curva L.
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Para isso usamos a abordagem j4a familiar - partir a curva em partes pequenas. Designamos
pelo M; os pontos de partigdo na curva. Para cada arco pequeno (M;M;,1) da curva, pelo AS;
designamos o cumprimento desse arco. Escolhemos um ponto qualquer

(&i,mi) € (M; M)

dentro de cada arco pequeno. As coordenades desse ponto nao sao independentes uma de outra,
visto que o ponto (&;, ;) pertence a curva. Portanto,

n=y(&) -
Formamos a soma integral

N N

> fEm)AS = ) fl& y(&)AS; .

i=1 =1

Designamos

A =maxAS; .

DEFINICAO. Se o limite
N
lim 2_: Sl y(€)IAS;

existe e nao depende da escolha de partigao e da escolha dos pontos (&;,7;), esse limite diz-se
integral curvilineo da 1° espécie da funcgdo f(x,y) ao longo da curva L e designa-se

CcOomo
N

[ s = tm > flecvle)as:.

1=1

Reducao do integral curvilineo da 1 espécie ao integral definido ordinario

TEOREMA. Se a funcao y(x) que determina a curva, tem derivada continua y'(x) no
intervalo [a, b, entdo

S f(@y)ds = [ flz,y@)V/1+ [y (@)Pde (1)

L

Exemplo. Determinar o integral curvilineo

/ (:z; + 4y%> ds

L
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2 no intervalo 0 < x <1 .

sobre o arco da pardbola y = x
Pela férmula geral (1) temos
1 1
/ <a: —|—4y%) ds = /(:c + 423V1 + 4a2dx = /;1:(1 +4x2)%d:c
L 0 0
Com mudanca de varidvel 1 + 422 = ¢ obtemos
5

1 25v/5 — 1
/(x+@%ds::a/£ﬁ:-éli—m

L 1

7.2. Integrais curvilineos da 2¢ espécie

Vamos estudar a outra nogao do integral curvilineo que é mais importante em aplicacoes .
Sejam L uma curva dada pela sua equagao

y=y(r), a<z<b,

e f(z,y) uma fungao definida em pontos dessa curva.
Consideramos a particao qualquer

CL:ZL‘0<ZL‘1<ZL‘2<"'<ZL‘Z‘<[L'Z'+1<"'<J]N_1<$N:b
e designamos, como sempre,
Aj=Tip1 — 2
Arranjamos a soma integral da forma

N

> F(&,mi) A,

=1

isto é, nesta vez usamos Ax; em vez de cumprimento As; do arco pequeno da curva. Como
foi no caso dos integrais da 1% espécie, o ponto (&;,n;) é um ponto arbitrario dentro do arco
pequeno. Assim,

i <& <Tiv1, e mi=y&) .
O limite correspondente designa-se pelo

N

JECRUEN D ST
L

max Ax; —0 4
i=1

A semelhanga é possivel introduzir o integral da forma

max Ay; —0 4

N
[ ey = Jm S ran)du
T =1

18



com a unica diferenca na definicao que a particao em partes pequenas deve ser feito no eixo
dos ¥y, nao no eixo dos .
E agora sejam

P(r,y) e Q(v,y)

umas duas fungoes definidas em pontos da curva L. Se existem os integrais

[Pz o [ Q.

L
podemos considerar a soma deles:
/P(w,y)d$+62(w,y)dy P = /P(w,y)dx + /Q(w,y)dy-
L L L

Esse integral na forma geral diz-se integral curvilineo da 2* espécie

OBSERCVAQAO. (Sobre a diferenca entre os integrais da 1% e 2% epécie) O integral da
1% espécie nao depende do sentido da curva. Nomeadamente, sejam A e B as extremidades da

curva. Entao
B A
/f(rc,y)ds = /f(rc,y)ds
A B

visto que o cumprimento de arco ds nao depende da escolha da direccao na curva. Mas dx e
dy dependem dessa escolha. Portanto, para os integrais curvilineos da 2% espécie temos

A

/P(fc,y)derQ(l‘,y)dy = —/P(fv,y)d:w@(x,y)dy-
A

B

Calculo dos integrais curvilineos da 2¢ espécie

O integral curvilineo da 2¢ espécie também pode ser reduzido ao integral definido ordinario:

[ Pl )i+ Qu)dy = 1Pl y(@)] + Qley(@) (@)} de (2

Realmente, temos dy = y'(x)dx, logo obtemos (2).
EXEMPLO . Determinar o integral curvilineo

/6x2ydx + 10zy%dy
L
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ao longo da curva y = x* do ponto A = (1,1) até o ponto B = (2,8)
Usamos a férmula (2) e obtemos

2

/6x2yda:+1()a:y2dy = /(6x5+30x9) = 3132

1

Observamos que nem sempre uma curva no plano pode ser dada pela equacao explicita
y = f(x). Nestes casos a férmula (2) nao é aplicavel. Muitas vezes, uma curva pode ser dada
pelas equacoes paramétricas
{ z = ¢(t),

y = Y(t),

onde o pardmetro t percorre um certo intervalo [a, ]. A extremidade a do pardmetro corre-
sponde ao ponto inicial

A= (pla), ¥(a))

da curva e a semelhanga a extremidade direita § do paramétro corresponde ao ponto final

B = (p(bt), v(5))

da curva.

Em particular, pode acontecer que os pontos A e B coincidem um com outro , isto significa
que a curva ¢ fechada.

Em termos dessa apresentagao paramétrica, em vez da férmula (2) temos

8
[ P(z,y)de + Q(z,y)dy = [{P[o(t), (1)) (t) + Qlp(t), v (t) ¥'(t)} dt.

L «

(3)

EXEMPLO . Determinar o integral curvilineo

/ xdr — ydy

L

onde L € o arco da circumferéncia
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Pela férmula (3) obtemos

3m 3
4 4

/xdm—ydy = —8/86%90089619 = —4/sen29d9—0.

L

ISE

7.3. Integrais curvilineos da 2% espécie no caso de uma curva fechada

E possivel também considerar integrais curvilineos sobre uma curva fechada. Neste caso nao
temos nem origem (o ponto A), nem o fim (o ponto B) e deve ser dado um sentido na curva.
Nos sempre usamos sentido positivo. Recordamos que, por definicao , sentido positivo de
percurso de uma curva fechada significa que o dominio fica a esquerda do sentido de percurso
(i.e. sentido contra relgio).

Vamos escolher dois pontos na nosssa curva fechada, de modo arbitrario, designamo-los pelo
A e B. Entao podemos escrever

B A
/P(xy)dx+@(xy /nydx—i—Qxydy—i—/nydx+@(xy)
L A B

onde o primeiro integral é sobre a parte da nossa curva de ponto A até o ponto B e o outro
integral é sobre a parte restante da curva de B até A.

NOTA . As vezes, o integral sobre uma curva fechada designa-se pelo simbolo especial

/

para sublinhar que fala-se sobre a integra¢do no caso de curva fechada.
Assim, é possivel escrever equivalmente

j{P(ﬂﬁ, y)dz + Q(z,y)dy

mas sé no caso de curva fechada.

8. Férmula de Green

Existe uma relagao entre o integral curvilineo sobre uma curva fechada e o integral duplo
sobre a regiao limitada pela essa curva.

Sejam P(x,7) e Q(z,y) duas funcdes definidas na regido fechada D. Suponhamos que elas
tém derivadas parciais continuas na regido fechada D. Entdo a férmula é vélida
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$; P(z,y)dz + Q(z,y)dy = [ [, (— — —> dxdy (4)

supondo que a fronteira L da regidao D ¢é percorrida no sentido positivo (no integral no lado
esquerdo da igualdade (4)).
A férmula (3) diz-se a formula de Green.

9. Calculo de areas por meio de integrais curvilineos

Recordamos-nos que a area de uma regiao D calcula-se pela formula

= [ [ sy (5).

Agora pretendemos mostrar que é possivel obter outras férmulas para calcular dreas, em termos
de integrais curvilineos sobre a fronteira da regiao D. Estas formulas serao obtidas por meio
de féormula de Green.

A férmula de Green diz que

// <@ - a—];) drdy = ]iP(x,y)dx +Q(z,y)dy (6)

para quaisquer funcoes P e (). Vamos escolher essas funcoes de tal modo que

0Q 0P
= d;z:dy:j{Px,yd:c—l—Qx,ydy, se — —— =1
//D L (.9) (z9) Jdr 0Oy
Para satisfazer a condigao 3 @ — %—5 = 1, é possivel escolher P e () de varias maneiras. Por
exemplo,
1) Plz,y) =0, Qz,y)=u
ou

2) Plxy)=-y, Qlry) =
Respeitivamente a essas duas escolhas obtemos as duas férmulas

A = fL:Cdy e A = — [, yda

Daqui decorre ainda outra férmula, mais simétrica:
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EXEMPLO . Determinar a drea da astroide.

A astroide é a figura limitada pela curva também chamada astroide. Essa curva é dada pela
relacao
2 2 2
r34+y3s = a3, a>0.
A equacao da fronteira pode ser escrita também em termos mais facil para o calculo, pas-
sando a representagao paramétrica:

r=uacos’d, y=asen®H
com 0 < 0 < 2.

Pela férmula (7) obtemos

2 2
A= 37&/00829 sen®0df = %GQ/ sen? (20) df
0 0
3a? 27r1 — cos(40) 3a?
s ) T

0

10. A condigao de independéncia do integral curvilineo,
de caminho de integracao

Consideramos o integral curvilineo

L
sobre uma curva L que reune os pontos

A = (x07y0> € B = (xhyl)'

Consideramos também o integral semelhante

[L/ = /Pd$+@dy
L/

sobre um outro caminho L' que reune os mesmos pontos A e B.
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Pergunta: FE possivel que o integral curvilineo depende s das extremidades A e B da
curva, mas nao depende da escolha de caminho que reune essas extremidades?

Isto é, é possivel que
I, = I

para todos os caminhos L e L’ com extremidades comums?

A dltima igualdade significa que
/de+Qdy—/Pda:+Qdy:O. (1)
L ’

Designamos pelo L’ a curva L' percorrida no sentido contrario, assim que

Ll

/Pd:c—l—@dy = —/Pd:c+@dy.
L/

Entao a igualdade (1) toma a forma
f Pdx + Qdy = 0,
Ly

onde a curva Ly = L U L/ é fechada.

A resposta a nossa pergunta sobre independéncia do caminho tera resposta positiva, se é
valida a afirmagao seguinte: O integral le Pdx + Qdy ¢ igual ao zero para qualquer curva
fechada (tomando em conta que os caminhos L e L' foram arbitrarios).

TEOREMA. Sejam P(x,y) e Q(x,y) duas fungéoes continuas no dominio D, bem como as
P 0

suas derivadas parciais Em e - Para que o integral curvilineo sobre qualquer curva fechada
Y x

L, situada no dominio D, seja nulo:

j{de—l—Qdy = 0,
L

€ necessdrio e suficiente que

00  oP
ar — oy (2)

Nos omitimos a toda demonstracao desse teorema, mas explicamos que a suficiéncia da
condigao (2) é consequéncia imediata da férmula de Green:

dex—b—Qdy = // <8—Q — a—P)dxdy,
L Do al’ ay
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onde Dy é a regiao limitada pela curva L.

Corolario. Seja Lag um caminho que reune os pontos A e B. O integral curvilineo

/ Pdz 4+ Qdy
Lap

nao depende da escolha desse caminho se e sé se a condicao (2) é satisfeita.

Exemplo. Sejam A = (0,0) e B = (2,3). Determinar, se dependem ou ndo, do caminho
L entre esses pontos, os sequintes integrais curvilineos

1) / 32%ydx + 23dy |
L

2) / vydx + yidy .
L

or 0
1) No primeiro caso temos P = 32?%y, Q = 23 = Fe 8_Q =0 =  nao
Yy x
depende;
) oP 0Q
2) No segundo caso temos P =zy, Q =y* — % =xr — depende.
Yy x

11. Integral curvilineo do diferencial total

Consideramos o integral curvilineo

/ Pdzx 4+ Qdy
L
sobre algum caminho entre os dois pontos fixos

A= (17an0) e B= (xlayl)ﬂ

supondo que a condig¢ao

oP  9Q
= or (3)

¢ véalida. Como ja sabemos, neste caso o integral nao depende da escolha de caminho entre os
pontos A e B.

De outro lado, a condigao (3) significa que Pdx + Qdy é diferencial total, isto é, existe uma
fungao u(z,y) de duas varidveis tal que

onde



é diferencial total da funcao wu.

TEOREMA . Se §0 = 99 isto ¢,
Pdr + Qdy = du,

entao
B

= u(z1,y1) — u(wo, Yo)- (4)
A

/Pdm+@dy:u
L

Sem demonstraciao
A 1ltima formula é parecida com a férmula de Newton-Leibniz conhecida de Anélise 1.

EXEMPLO. Calcular o integral

2
/Q:Bydx + (352 + —) dy
L Y

sobre qualquer caminho entre os pontos A = (0,1) e B = (2,¢).

Temos P = 2xy, Q = x> + % Assim

9Q _
or

oP

2
Fvie 2, 2r = 2xydxr + <x2 + —> dy ¢ diferencial total :
) )

2
2zydr + <x2—|—§) dy = du.

Para determinar a funcao u, integramos em x a igualdade % = 2zy e obtemos u = 2%y + C(y).

Para determinar o termo C(y), substituimos o resultado obtido u = 2%y + C(y) na relagao

ou __ 2 ! __ 2 x
5y = 3 € obtemos C'(y) = = e entdo

u = 2’y +2Iny.

Por isso, usando a férmula (4), obtemos

2
/nydac + (xZ—i-—) dy = u(0,1) —u(2,e) = 4e + 2.
L Y

12. Integrais de superficie

Seja S uma superficie no espaco, dada pela equagao
z = z(z,y)
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com dominio D no plano dos z e y. Este dominio D diz-se ainda a base da superficie. Supon-
hamos que em cada ponto (z,y, z) desta supeficie é definida uma fungao f(z,vy, z). Recordamos
que nos pontos (z,y, z) pertencentes a superficie, a coordenade z, ndo é indepedente, mas de-
pende de x e y:

(x,y,z) = (l‘,y,Z(l’,y)) :

Queremos dar a nogao do integral dessa funcao sobre a superficie S.

12.1 Integral de superficie da 1% espécie

Como sempre, para introduzir a nocao do integral, partimos a superficie S em partes pe-
quenas AS;. Escolhemos um ponto (&;,7;,(;) dentro de cada parte pequena AS; (recordemos
que ¢; = z(&,n;)). Designamos pelo

AA; = a area da parte AS;, i=1,2,3,..

e introdizimos a soma integral

Zf(&,m, CAA, .

DEFINICAO. Se existe o limite

}\IE(I) Z f(f@, i, Cz)AAZ

onde X\ € o maxrimo dos diametros de todas as partes pequenas AS; , e este limite nao depende
da escolha de particio e da escolha dos pontos (&, 1:,(;), entdo esse limite diz-se integral de
superficie da 1* espécie e designa-se pelo

//Sf(:c,y,z)ds = lii%;f(fi’%@ﬁfh .

E possivel demonstrar que tal integral realmente existe, se

1) afungdo f(x,y,z) é continua e limitada

2) a funcdo z = z(z,y) que define a superficie,
tem derivadas parciais continuas no dominio fechado D
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12.2. Calculo dos integrais de superficie da 1 espécie

O teorema seguinte diz que o calculo dos integrais de superficie da 1 espécie reduze-se ao
calculo dos integrais duplos sobre a base D.

TEOREMA . Suponhamos que as condigoes 1) e 2) sao satisfeitas. Entao,

[ Js @y, 2 =ffo[x,y,z<x,y>]\/1+(g—;)2+(g_;)z’dxdy. (1)

Sem demonstracao

EXEMPLO . Calcular o integral de superficie

//S(gc2 +y® + 2)dS,

onde S € a superficie do paraboloide dada pela equacdo z = x> +y? e limitada pelo plano z = 1.

Pela férmula (1) obtemos

// 22+ +2)dS = 2//(:r:2+y2)\/1+4x2+4y2dxdy.
D

A base D é o circulo 22 4+ y? < 1 de raio 1. Assim

//($2+?/2+2)ds = 2// (22 + y*)V/1 + 4 (22 + y?) dady.
S z24+y2<1

Passando aos coordenades polares, obtemos
2pi 1
//(x2 + y2 +2)dS = 2/ d@/ r3V1 + 4r2dr.
s 0 0

Com mudanca de variavel /1 + 4r2 = ¢ obtemos

G
//(:c2 + 9?4+ 2)dS = —/ (t* — 1)tdt.
S 4 1

Falta calcular o ultimo integral ordinario.

Calculo de areas de superficias por meio de integrais de superficie

Dada uma superficie pela equacao

z:f(x,y)

com a base D, a area dessa superficie pode ser calculada pela férmula
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A= [fgds = o1+ @)+ (%) aay @)

EXEMPLO . Calcular a drea da superficie do paraboloide
z=a"+y
limitado pelo plano z = 2.

Pela férmula (2) temos

V2
A = //dS = // \/1+4x2+y2dxdy:27r/ rv' 1+ 4r2dr
S x2+y2<2 0

O 1ltimo integral calcula-se por meio de mudanca de varidavel /1 + 4r2 = ¢.

12.3. Integral de superficie da 2¢ espécie

Nessa disciplina nos nao vamos estudar pormenores da teoria dos integrais de superficie da
2% espécie, s6 mencionamos que eles tém a forma

// P(z,y, z)drdy + Q(z,y, 2)dvdz + R(z,y, 2)dydz
S

Compare com os os integrais curvilineos

flz,y)ds e P(z,y)dz + Q(z,y)dy
/, /

da 1% e 2% espécie, respeitivamente.

Recordemos que o integral curvilineo da 1% espécie [ ; P(z,y)dr+ Q(z, y)dy considera-se ao
longo da curva L orientada, isto é, o sentido na curva deve ser dado. Para o integral curvilineo
da 1% espécie [, f(x,y)ds a orienta¢do da curva ndao tem inportancia.

A semelhanca, no caso de integral de superfiivie da 2% espécie, a superficie deve ser orientada.
No caso de superficies, a escolha de orientagao da superficie significa a escolha do sentido do
vector normal da superficie.

13. Observacao sobre integrais triplos

Nos acabamos com a observacao que ¢é possivel considerar os integrais sobre dominios D no
espaco I3, isto é, para funcoes de tres varidveis. Neste caso, em vez de integral duplo

/ /D F(@, y)dady
2

9



teremos os integrais de tipo

///[)f(m’yvz>dﬂfdydz.

Tais integrais dizem-se integrais triplos, mas nos nao estudamo-los nessa disciplina.
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II. EQUACOES DIFERENCIAIS

1. Nocao de equagao diferencial e exemplos

Na Ciéncia e Engenharia sao frequentemente usados modelos mateméaticos. Muitas vézes
estes modelos contem uma equacgao com derivadas da funcao procurada. Tais equacoes chamam-
se equagoes diferenciais. Geralmente, uma equacao diferencial tem a forma

F(xJ y? y/7 y”? AR 7y(n)) = O (1)

onde y = y(x) é a fungao a procurar. A mais superior ordem n de derivada involvida em (1),
chama-se a ordem da equacao diferencial.

Consideremos dois exemplos de fisica.

Exemplo 1. Equacao de oscilagoes harmonicas.
Seja y = y(t) a oscilagao do peso pendurado no momento de tempo ¢. Consideramos a oscilagao
relativamente ao estadio de equilibrio. E possivel demonstrar que a fungao y(t) e a sua segunda
derivada y” sao relacionadas uma com outra pela equacao

y'(t) + wy(t) =0,

onde w é constante.

Em seguida nos poderemos aprender o como ¢é possivel encontrar todas as funcoes que
satisfazem esta relacao . Nos mostraremos que todas as solugoes desta equacao sao dadas pela
formula:

y(t) = Cisen (wt) + Cy cos(wt),

onde C] and Cy sao constantes arbitrarias.

Exemplo 2. Equacao de radiacao radioactiva.
Seja y = A(t) a quantidade de uma substancia radiactiva existente no momento do tempo
t. Baseando no facto que o decrescimento de radiacao é proporcional a quantidade existente,
podemos escrever que

A'(t) = —kA(t), k>0. (2)
Esta equacao pode ser resolvida facilmente:
dA(t) dA dA
2 kA g = =
o EA(t) = I kdt — T / dt

— A= —kt+C = Alt)=e "

ou

A(t) = C’le_kt, (3)

onde C} é uma constante arbitraria positiva. A férmula (3) d4 todas as solugoes da equagao

2).
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Observacgao . Equagoes diferenciais de tipo (1) chamam-se equagoes diferenciais ordinarias,
em comparacao com assim chamadas equacoes diferenciais parciais para funcoes de varias
variaveis. Nesta dscipina tratam-se s6 equacoes diferenciais ordinarias.

Destacamos o caso particular, muito importante, das equacoes ordinarias, nomeadamente
equacoes diferenciais lineares:

an(2)y" (@) + apr (2)y" D (@) + -+ an(2)y (@) + ao(x)y(z) = f(2), (4)

onde os coeficientes a, (), a,_1(x),...,a1(x),ap(x) e o lado direito f(z) sao fungoes dadas, e a
funcao y(x) é desconhecida, é a fungao a procurar.
A equagao que nao pode ser apresentada em forma (4), chama-se equagao nao linear.

Por exemplo, a equagao
2

y' ty=u
é equgao linear (de ordem 2). A equagao
y' 4+ seny =0
nao é equacao linear, por causa do termo seny. A equg¢ao

y" —yy' = cos x

também nao ¢é linear, visto que esta presente o producto yy'.
Sublinhamos que equacgoes diferenciais téem papel importante em aplicagoes e usam-se fre-
quentemente em varias ciéncias.

Exemplos de equacgoes diferenciais que encontram-se em aplicagoes :

1.
5y" () + 2y'(t) + 9y(t) = 2 cos(3t) (linear)
(teoria de vibragoes ; circuitos eléctricos, seismologia);
2.
y(1+(@))=C (nao linear)
(o problema de brahistohrona; cdlculo de variagoes );
3.
Sy = z(1 —2) (linear)
(em problemas de deviagdo de raios);
4. 5 3
== y(2—3z) (ndo linear)
(1 + 3y)

(em problemas de competicao de duas espécies; ecologia);
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v =k(4—y)(1—y) (ndo linear)
(em reacgoes quimicas);
6.
2y +y +ay=0 (linear)
(em aerodindamica);
7.
y'(t) —e(l—y*)y'(t) +9y =0, &= const, (linear)

(equagdo de van der Pol, tubo de vdcuo de triode).

Estes sao s6 um poucos exemplos de equacoes diferenciais que encontram-se em vérias
aplicacoes .
Nocao de solucgoes de equacoes diferenciais

Consideramas a equacao geral (1) em forma resolivel relativamente a derivada de ordem
superior:

y "= f oz y" ). (5)
Definicao 1. A fungdo y = ¢(x) diz-se a solugao explicita da equagado (5) num intervalo
(a,b), se ela satisfaz esta equagao nesse intervalo.
As vezes, temos de trabalhar com solugoes que chamam-se solucoes implicitas:
Defini¢ao 2. Dizemos que a relagao F(z,y) = 0 da uma solugao implicita da equagcao (5)
num intervalo (a, b), se esta relagao determina:

Flr,y) =0 = y=o(z)

uma ou mais solugoes que satisfazem a equacao (mas nem sempre essas fungoes p(x) podem
ser determinadas explicitamente).

Exercicios.

1. Mostre que a funcao p(z) = 2 — % é uma solucao explicita da equacao

2. Mostre que a relacao x + y + ¥ = 0 da a solucao implicita da equacao

(1+ze™)y + (1+ye™)y =0.

2. Equacoes diferenciais da primeira ordem
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A equacao diferencial da 1* ordem tem a forma

v =flz,y), (6)

ou, em forma mais detalhada
y'(z) = f(z,y(z)). (7)
O problema geral é o encontrar todas as solugdes da equagao (7).

Notemos que o caso especial, quando o lado direito f(x,y) nao depende de y, isto é, a
equacao tem a forma

y =f(z), (8)

é bem familiar para nés. Isto é o problema de primitivagdo da fungao f(z):

v= [ f@d.

resolvido por meio de integracao .

J& neste caso particular, a solu¢do da equagao simples y' = f (z), inclue uma constante
arbitraria, assim temos uma familia de solucoes .

Acontece que, em geral, qualquer equagao y' = f (z,y) de 1* ordem tem solucao que inclue
uma constante arbitraria. (Em sequida nés poderemos ver que a solugao de uma equacao de
ordem n inclue n constantes arbitrarias, independentes uma de outra).

Geometricamente: visto que a equagao y = ¢(x) determine
uma curva no plano, podemos dizer, que a familia

de solugoes , dependentes de constante arbitraria C

determine uma familia de curvas no plano. Assim,

resolver uma equacao diferencial, significa o encontrar uma
familia de curvas. (Quando dizemos que uma curva,

dada pela equacao y = ¢(x) satisfaz a equagao

diferencial, é subentendido que a fungao ¢(z)

satisfaz esta equagao )

Assim, ja é claro que qualquer equacao diferencial de ordem 1 tem muitas solugoes . Para
determinar uma solugao unica, nao é bastante ter sé a equc¢ao diferencial. Temos ainda ter uma
condicao adicional.

As vezes, para determinar a solucao unica de uma equacao diferencial, pode ser dada uma
condigao suplementar: determinar uma solu¢io da equagdo diferencial (6) tal que

y(o) = Yo, (9)

onde z( é um certo ponto do intervalo (a, b), onde estudamos a nossa equagao , e yo é um valor
dado. Geometricamente isto significa que é necessario determinar tal curva que passa pelo
ponto dado (xg, yo).

34



Definigao . O problema de encontrar a solugdo y = ¢(x) qua satisfaz a condigado suple-
mentar (9), diz-se o problema de Cauchy, e a condi¢ao prépria (9) chama-se condigao de
Cauchy.

3. Equacoes resoluveis em forma explicita ou implicita

Vamos estudar alguns tipos de equacoes diferenciais da 1 ordem, resoluveis por meio de
integracao , em forma explicita ou implicita. Observemos que nem sempre é possivel resolve-las
por meio de integragao . Nés consideraremos os seguintes tipos de equacoes diferenciais da 1¢
ordem:

3.1. Equacoes com varidveis separaveis.

3.2. Equacoes homogéneas.

3.3. Equacoes lineares.

3.4. Equagodes exactas (ou equagoes com o diferencial total).

3.1. Equacoes com variaveis separaveis

Defini¢ao . A equagao 3y’ = f(x,y) da 1* ordem diz-se equagao com varidveis separadas,
se o lado direito f(x,y) tem a forma

[z, y) = Az)B(y).
Observamos que as equagoes
y = A(z)B(y) (10)
com variaveis separadas escrevem-se também em forma um pouco mais geral:

a(z)b(y)dz + m(x)n(y)dy = 0. (11)

Mas esta generalidade é relativa: a equagado (11) reduza-se a forma (10) imediatamente por
divizao pelo m(x)n(y).

O método de rezolugao .
Reescrevemos a equagao (10) em forma

—— = A(z)dx
By
Integrando, obtemos
dy /
—— = [ A(x)dx + C.
/ B(y) )
Designamos para brevidade:
o Iy = % — uma primitiva da fungao %,
e G(x)= [A(z)de — uma primitiva da fun¢io A(z).
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Entao temos

F(y) = G(z) + C.

Assim foram obtidas todas as solugoes da equacao , em forma implicita. Disemos que a solucao
geral obtida depende de uma constante arbitraria C'.

Exemplos.
Exemplo 1: resolver a equagao y = xy—;‘r’
Temos:
3 -5 2
ydy = (v — 5)dr <+ /dey:/(:v—E))dx = %:%4—0.

Daqui obtemos a solucao geral

A solucao foi obtida em forma explicita.

y>+1
z+2zxy "

Exemplo 2: resolver a equacao y =
Temos

1+ 2y dz 1+ 2y dx 9
1+y2dy:? = /1+y2dy:/?—|—0 <~ arctgy+In(l1+y°)=Inzx+C.

Neste caso a solucao nao foi obtida na forma explicita, s6 na forma implicita.
Exemplo 3: determinar a solucao da equagao 3’ = gyc—:é que satisfaz a condi¢ao y(—1) = 0.
Temos:

dy  dx dy dx B ‘
-1 1.3 = /y—l_/aj—?) <~ In(y—1)=1In(z-3)+C;

entao
y=14+C(z—3).

Usando a condicao y(—1) = 0, podemos determinar a constante C: C = % e entao

_x+1
y_ 4 N

. S o 625—2241
Exemplo 4: resolver a equagao y' = >4 Teosy

Temos
(€Y + cosy)dy = (62° — 2z + 1)dz <= /(ey + cosy)dy = /(63:5 — 2z + 1)dz.

Daqui
e/ +seny =2 —2*+2+C;
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a solucao obtida em forma implicita.

Assim, é claro que a rezolucao de equacoes diferenciais com variaveis separaveis reduze-se
ao calculo de primitivas.

Observacao . Sabemos que a primitiva de uma funcao elementar pode ser funcao nao
elementar. Por exemplo, a primitiva
/<
e” dx

~ 2 ~ , ~ . . . ~
da funcao elementar e¢*, nao é elementar; ela nao pode ser exprimida por meio de funcoes
elementares. Portanto, embora uma equagcao diferencial pode incluir sé fungoes elementares, a
solugao da equacao pode ser funcao nao elementar. Por exemplo, a equagao

tem a solucao geral
y==1ve(z)+C,
onde ®(z) = [ e’ dx nao ¢ funcao elementar.
3.2. Equacgoes homogéneas
Voltamos a equacao em forma geral
y = flz,y).

Tencionamos considerar um outro caso quando esta equagao pode ser resolvido. Vai ser o
caso quando a funcdo f(z,y) é homogénea.

Defini¢ao . Uma funcao f(z,y) de duas varidveis z,y diz-se homogénea de grau m, se ela
satisfaz a condigao

FAz, Ay) = A" f(z,y)
para qualquer factor \.

Agora, na teoria de equacoes diferenciais, nés consideramos sé funcées homogéneas de grau

fOx, My) = f(x,y).
Definicao . Uma equacao diferencial
y = f(z,y) (12)
da 1* ordem diz-se equagao homogénea, se a fungao f(z,y) é homogénea de grau zero.

O método de resolugao .
A equacao homogénea pode ser reduzida a equacao com varidveis separadas por meio de
substituicao . Fazemos a substituicao seguinte

Yy =tz
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onde t é a nova funcdo a procurar. Da equacao (12) obtemos
t'e+t=f(zx, tx).

Usando a propriedade de homogeneidade da fungao f(z,y), obtemos
tr+t=f(1,t),

ou
t'e = f(1,t) —t.

Tinhamos chegado a equagao com varidveis separadas, que pode ser resolvido:
dt _dx / dt B / dx L C
f(L,t)y—t «x faLt)y—t ) 2 ‘

dt
F(t) - / f(Lt) —1

Seja

a primitiva da funcao m Temos
F(t)=Inz + C,
daqui
z = Cel®.
Como t = £, finalmente obtemos
= Cel (%)

- a solucao geral em forma implicita.

Exemplos.

Exemplo 1. Resolver a equacao

, oy +y?
y =—
x
A funcao f(z,y) = “””2+§—§/+y2 ¢ homogénea de grau zero. Assim o método de substituicao y = tx
¢ aplicavel. Obtemos
x? + 22t + 2?12
2

te+t=

ou
e +t=1+1t+t%

Daqui obtemos

Entao
arctgt =In x + C
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e portanto obtemos a solugao geral em forma
y =xtg (C +1Inx).

Neste caso a solucao foi obtida em forma explicita.

Exemplo 2. Resolver a equacgao

y/ _ y— g
y+xr x
O resultado: y + xIn(xy) = Cx.
Exemplo 3. Resolver a equacao
r Y y2
V=15
r

O resultado: y =

T
arccos(C—Inx) *

3.3. Equacoes lineares de ordem 1

Definicao . A equacao
y' = f(x,y)

diz-se linear, se a fungao f(x,y) é linear respeitivamente a variavel y, isto é, y = a(x)y + b(z).
Assim , equagoes lineares tém a forma

v =a(x)y + b(x).
Habitualmente, equacoes lineares escrevem-se na forma
y' +p(2)y = f(z), (13)

onde p(x) e f(z) sdo fungoes dadas e y é a funcao a procurar.

Se f(z) = 0, a equac@o (13) chama-se linear homogénea. (Nao confunde com a nogao de
equacao homogénea; agora a palavra "homogénea” usa-se em sentido diferente). Se f(x) # 0,
a equacao diz-se linear ao homogénea.

I. Rezolugao da equagao homogénea linear. A resolugao da equagao homogénea linear
y +p(x)y=0
é facil visto que isto é a equacao com variaveis separadas:
/ dy
y =-pr)y <= Y —p(r)dr <= Iny=— [ p(z)dz+C.

Assim, obtemos que a solugao geral da equagao homogénea linear é dada pela férmula
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y= Ce Jrl)dr (*)

onde C' é constante arbitraria.

I. Rezolucao da equagao nao linear homogénea. Usamos o método que chama-se
método de variag¢ao de constante. A férmula anterior (%) tem a forma

y = Cyo(x)

onde yy = e~/ P@ & o solucdo particular da equacio homogénea. A idea de resolucdo é a

seguinte. Procuramos a solugao da equacao nao homogénea, tentando escrever C'(z) em vez da
constante C' (Portanto o método chama-se método de variacao de constante):

y = C(x)yo(x)

onde C(z) estd a procurar. Substituimos y = C(z)yo(x) na equagio

y' +px)y = f(z) (14)
e obtemos
C'(z)yo(z) + C() [yo(z) + p(2)yo(2)] = f().
Visto que yo(z) é uma solugao da equacao homogénea, temos

Yo(x) + p(x)yo(x) = 0.

Portanto
C'(z)yo(w) = f(x).

Daqui é possivel determinar C'(z) por meio de integragao :

Clz) = ;0 ((”; )) dv +C = / fx)el P@dzge 4 C.

Exemplos

Exemplo 1. Resolver a equagao y' — 2% = x? cos .

Resolvendo a equacao linear homogénea y' — 2% = 0, obtemos
y = Cx?.

Para resolver a equacao linear nao homogénea y' — 2% = 2% cosx, usamos o método de
variacao de constante e procuramos a solucao na forma

y = C(z)z°.
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2

Substituindo na equagao y' — 2¥ = z*cosz, obtemos C’(x) = cos z. Portanto

C(z) = senx + C.
Entao a solucao geral da equagao é

y = z?senz + Oz’

Exemplo 2. Resolver o problema de Cauchy
{ yl +4y — ‘,L,2674:):’
y(0) =1

Resultado: y = e=** (2—3 + 1).

Exemplo 3. Resolver a equagao (z° + 1)y’ = x — 4zy.

Resultado: y = 1 + m

3.4. Equagoes exactas (ou equagoes com o diferencial total)

Observamos que equagoes diferenciais ' = f(z,y) da 1 ordem as vezes escrevem-se na
forma

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0. (15)
Isto é uma outra forma de escrever a igualdade v/ = f(z,y). E claro que a equacio (15) reduz-se
a equagao da forma ¢y’ = f(x,y) por divizdo pelo Q(z,y).

Observacao sobre o diferencial total de funcoes de duas varidveis. Seja u(z,y)
uma funcao de duas variaveis. Pelo

du Ju

— e —

ox dy
designamos as derivadas da funcao f(z,y) em varidveis = e y, respeitivamente. Notemos que
essas derivadas chamam-se derivadas parciais da funcao u(z,y). A expressao

du(z,y) = a—zda: + —dy (16)

diz-se diferencial total da fungao u(x,y). E possivel demonstrar que uma fungao u(z,y) de duas
variaveis é constante se e s6 se o seu diferencial total du(z,y) é igual ao zero identicamente:

u(z,y) = const <= du(z,y) = 0.
Comparando a equacao (15) com a expressao (16), chegamos a conclusao seguinte: se o lado
esquerdo P(z,y)dr + Q(z,y)dy da equagao (15) € diferencial total de uma certa fun¢do u(zx,y),

entdao a igualdade P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 é equivalente ao dizer que u(x,y) = C, o que da
a solucao geral da equacdao , em forma implicita.
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Definicao . A equacgao (15) diz-se equagao exacta, se o lado esquerdo P(z,y)dxr +
Q(z,y)dy é diferencial total de uma funcao u(zx,y).

Assim, a solugao de uma equagao exacta é imediata:
u(z,y) =C

se sabemos a funcao u(x,y).

Surgem as duas perguntas:
1) Como é possivel determinar se uma equagao é exacta?
2) Se é exacta, como é possivel determinar a fungao u(z,y)?

A resposta a primeira pergunta é dada pelo teorema segunte.
Teorema. Uma expressao P(x,y)dz + Q(x,y)dy € diferencial total de uma certa fungao
se e so se
oP  0Q
oy Oz’
Se a condigao (17) é satisfeita, a resposta a pergunta 2) obtem-se pela procura da funcao
u(z,y) das relagoes

(17)

S = P(x,y)
S =Q(z,y)
Exemplos
Exemplo 1. Resolver a equagao
) L) de + (22 4+ 29)dy = 0 (18)
Ty — T+ (x =0.
Ly 91y
Neste caso temos
P = 21y — =2 + 2.
(w,y) =22y — —5—. Qlz,y) =2"+2y
Visto que
oP 0
— =2r e —Q =2z,
oy ox

a condigao (17) é satisfeita. Portanto a equagao (18) é exacta, existe uma fungao u(z,y) tal
que

du(z,y) = (2:1:3/ - ) dx + (2% + 2y)dy.

cos? x

Para determinar esta funcao u(z,y), usamos as relagoes

g_z = 233'@/— cos.12z

(19)
ou __ .2
8_y =X —|—2y
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Integrando a primeira relagao relativamente a variavel x, obtemos
u(z,y) = 2’y —tgz + C(y).

Notemos que a integracao foi feita em variavel x; portanto a constante de integracao C' nao
depende de variavel x, a variavel de integracao , mas pode depender de outra variavel. Por isso,
C foi escrita como C(y). Temos de determinar esse termo adicional C'(y). Para tal temos que
usar a segunda relagao em (19). Substituindo em (19) a expressio u(z,y) = 2%y — tgx + C(y)
obtida para a func¢ao u(z,y), obtemos

22+ C'(y) = 2° + 2.
Daqui C’(y) = 2y e entdao C(y) = y*. Assim,
u(z,y) = 2%y +1y* —tgzx.
Portanto a solugao geral da equagao (18) é dada pela rela¢ao implicita
u(z,y) = 2%y +y* —tge = C,

onde C' é constante arbitraria. Visto que esta relacao é quadratica relativamente a variavel vy,
podemois resolver a equagao quadratica correspondente e obtemos a solug¢ao em forma explicita

x? [ x4
= —— +4/—+t C.
Y 1 1 +igx +

Exemplo 2. Resolver a equagao
(14 ye® 4+ zye®) dx + (2 + xe®)dy = 0.

C—x
24xe® "

Resultado: y =

4. O teorema geral sobre existéncia e unicidade da solucao

Consideramos o problema de Cauchy:
y = flz.y),
20
i o (20)

em forma geral.
Os exemplos considerados acima, mostram que a solu¢ao da equagao y' = f(z,y) da 1°
ordem depende de constante arbitraria:

y = p(z,C).

Portanto, a equacao diferencial y' = f(x,y) ndo tem uma soligdo tnica, mas sim uma familia
de solugbes . A condicao suplementar y(xg) = yo permite determinar o valor da constante C' e
obter a solugao unica.
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Pergunta. No caso geral (ndo sé em exemplos), é possivel afirmar que o problema de
Cauchy (20) tem solugao e esta solugao é tinica?

A resposta positiva é dada no teorema a seguir, supondo qua a funcao f(x é 7suficiente-
b s M)

mente boa”.

Teorema (de Cauchy-Picard). Seja f(x,y) uma fun¢ao continua numa regiao D. Supon-
hamos que f(x,y) tem derivada parcial 8—5 em varidvel y, limitada na regiao D:

of (x,y)
y

sup
(z,y)€D

’§M<oo.

Entao, dado um ponto (xo,y0) € D, hd uma vizinhanga (xg — h,xo + h) do ponto xq tal que
nesta vizinhanca existe uma solu¢ao do problema de Cauchy e esta solucdao € unica.

4. Equacoes lineares de ordem 2
Recordemos que a equacao diferencial de ordem 2 em forma geral é
F(z,y,y,y") = 0.

Nos nao vamos estudar equagoes diferenciais da 2 ordem em forma geral, mas sim em forma
linear:

y' +p(@)y +q(x)y = f(z). (21)
Como foi no caso da equagao linear da 1* ordem, tratamos em separado o caso quando o
lado direito f(z) é igual ao zero identicamente:

y" + p@)y + q(x)y = 0. (22)

A equagao (22) chama-se equagdo homogenea linear, correspondente a equagao (21).

4.1. Nocao de uma combinagao linear das solugoes . Estrutura da solucao geral
da equagao linear homogénea de ordem 2

Tratamos a equagao linear homogénea
y" +p(@)y +q(z)y = 0. (23)
Sejam y; () e yo(x) umas solugdes desta equacgao :

v+ p@)yy +q@)y =0 e yy +p(x)vh + q(z)y = 0.

Definicao . A expressao
Ciyi(z) + Coya ()
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onde C e Cy s@o constantes arbitrarias, diz-se combinagao linear das fungdes y; () e ya(x).

Teorema Se y;(z) e yz(x) sao solugdes da equagdo linear homogénea, entio qualquer
combinacao delas também € solucao dessa equacao .

Demonstragcao ¢ imediata.

Definicao . Umas fungoes y;(z) e y2(z) dizem-se linearmente dependentes, se

yi(z) = Cya(x)
ou
ya(z) = Cyn (),
onde C é constante.
Nota. E possivel que C' = 0. Isto significa que as fungoes

y =0 e qualquer outra funcdo  y(x)

sao sempre linearmente dependentes.
Uma outra forma de defini¢ao . Umas fungoes y;(x) ¢ yo(x) dizem-se linearmente
dependentes, se existem as constantes C; e Cy, nao iguas ao zero simultaneamente, tais que

Ciyi(z) + Coya(z) = 0.

Se umas duas fungoes nao sao linearmente dependentes, dizem que elas sao linearmente
independentes.

O teorema seguinte diz que, para obter todas as solucoes existentes da equacao linear ho-
mogénea, é bastante saber algumas duas sé solugoes desta equacao .

Teorema. Sejam y;(x) e yo(x) umas solugoes linearmente independentes da equagao linear
homogénea

Y +p(x)y + q(z)y = 0.

Entao, todas outras possiveis solugoes dessa equacao sao dadas pela folrmula

y(x) = Cuyr(x) + Caya(), (24)

onde Cy e Cy sao constantes arbitrdrias.

Ja sabemos que

Ciyr + Coys

1€ Yo .
y Y - com constantes arbitrarias

sao solugoes

também é solucao

O teorema diz que a afirmacao inversa também é valida. No6s omitimos a demonstragao
desta parte do teorema.
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Definicao . A solugdo (24) com duas constantes diferentes diz-se solugao geral da
equacao linear homogénea .

Nota. Para obter a solugdo geral (24), sabendo algumas duas solugdes particulares y, e ya,
podem ser usadas $o solucoes y1 € yo linearmente independentes.

Notemos que o conjunto de qualquer duas solugoes linearmente independentes, da equacgao
homogénea, diz-se sistema fundamental desta equagao .

Assim, o teorema anterior diz que para determinar todas as solucoes possiveis da equacao
homogénea, é bastante saber qualquer uma sistema fundamental desta equagao .

4.2. Estrutura da solugao geral da equagao linear nao homogénea de ordem 2

Estudamos agora a equacao linear nao homogénea:

Y +p(x)y + q(z)y = f(x). (25)

Para obter a solucao geral (isto é, todas as solugoes possiveis) desta equacdo , é bastante
saber o sequinte:
1) a solugao geral Cyy(x) + Coya(z) da equagao linear homogénea;
2) alguma solugao particular .+ da equacgdo linear ndo homogénea,
e entao a solucao geral da equagao (24) é dada pela férmula

y(x) = Cryn(z) + Coya(z) + Ypare(2). (26)
Demonstracao da férmula (26). Fazemos a substituigao
y(z) = u(@) + Ypart(T),
onde u(z) é a nova func¢do a procurar. Substituindo em (25), obtemos
u” + p(e)u’ + q() + Ypar + P(2)Ypare + 2(2)Ypart = f ().
Visto que ypqre € solucao da equagao nao homogénea, temos
yglalart + p(x)y]/mrt + (%) Ypart = f(2).

Portanto obtemos
u" + p(z)u’ + q(z)u = 0.

Assim a funcao u(x) deve ser solugao arbitraria da equagdo homogénea nao linear. Entao

u(r) = Cryi(z) + Coya(r) + Ypart (7)),

o que prova a férmula (26).
5. Resolucao das equacoes lineares com coeficientes constantes
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Estudamos o caso quando os coeficientes da equagao , p(x) e g(x) sdo constantes:
p(x) = p = const, q(x) = q — const.

Nos tratamos equagoes com coeficientes p e ¢ constantes. Sublinhamos que nés sempre
procuramos solucoes reais.
Neste caso, a equacao linear
v +py +ay = f(z) (27)

com coeficientes constantes pode ser resolvida em forma implicita por meio de integracao .
De acordo com a férmula geral (26), é necessario saber umas duas solugoes y; () e y2(z) da
equacao homogénea
y' +py +qy=0. (28)

5.1. Resolucao da equagao linear homogénea (28).

A ideia de procura das solugoes y;(x) e ys(x). Procuramos uma solucao y(x) da
equagao (28) em forma
y=e,

onde o expoente A desconhecido estd a procurar. Substitiuimos na equacao e obtemos e
(A2 4 pA+q) = 0.
Daqui
M4+ pA+q=0. (29)

A% ¢ solucdo da equacao (28), se A é uma rafz da equacao quadrética (29).

Assim, a funcao e

Definicao . A equagao quadratica (29) diz-se equac¢do caracteristica correspondente a
equacao diferencial (28).
Resolvendo a equagao caracteristica, obtemos, em geral, os dois valores possiveis para A:

yo PEVP -4
5 .

No caso p? — 4q < 0, estes valores s6 complexas, nao reais. Nds procuramos solugoes y()
reais. Portanto podemos usar s valores reais de A. Portanto no caso quando A\ é complexo,
serd necessario modificar a nossa abordagem.

1° caso: p* —4g >0 - temos raizes reais diferentes, \; # ).
Neste caso temos as duas solugoes

A1z Aoz

h =¢€ e Y =¢€

Estas fungoes sao linearmente independentes, visto que Ay # .
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CONCLUSAO. A solucao geral da equagao
v +py +qy=0
no caso p> — 4q > 0 é dada pela férmula
y(x) = CreM® 4 Chete”
onde (4 e (5 sao constantes arbitrarias e
A1 e A9 sao as raizes da equacao caracteristica
N+ pA+q=0.

2° caso: p? —4¢=0 - temos raizes reais coincidentes, \; = ).
Neste caso, via a eqyacao caracteristica nés obtemos s6 uma solucao

z p
y1=eM" N =5

Vamos mostrar que a outra solucao , neste caso, é a funcao

Yo =z
Com efeito,
y = xzeM®,
y/ = 6)\1x<1+)\1$),
J = MR 4 Na).

Substituindo na equacao , depois de simpificagao obtemos
(AT +PA\ +q)z+ (20 +p) =0

o que é realmente vélido, visto que A2 + pA\; +qe A\ = —£ no caso p? —4q = 0.

CONCLUSAO. A solucio geral da equacio
y'+py +qy=0
no caso p> — 4q = 0 é dada pela férmula
y(z) = (C1 + Cow)eM”
onde (4 e (9 sao constantes arbitrarias e
A1 = —% é a rafz (tinica) da equacao caracteristica
N+ pA+q=0.
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3° caso: p?—4q <0 - temos raizes reais complexas conjugadas, A = a=+bi, b # 0.
Neste caso formalmente temos

Ax

M — e(ailn)x __ ax ibzx.

= e
Usamos a formula de Euler:
e'? = cos @ + isen p.

De acordo com esta férmula obtemos
M = e cos(bx) £ ie™sen br.

A nossa ideia agora é usar os componentes reais e* cos(bzr) e e senbx, em vez das fungoes
complexas e cos(bz) £ ie®sen bx.

Como os coeficientes p e ¢ sao reais, é facil ver que a parte real e*” cos(bx) e parte imaginaria
e“sen (bx) da solu¢ao complexa eleE)r também sdo solucdes da equacdo homogénea. Visto
que b # 0, é claro que essas solugoes e cos(bx) e e*sen (bx) sao linearmente independentes.
Entao nés chegamos a conclusao seguinte.

CONCLUSAO. A solucao geral da equacio
y'+py +qy=0
no caso p*> — 4q < 0 é dada pela férmula
y(x) = [Cy cos(bx) + Casen (bx)|e™”
onde (4 e (9 sao constantes arbitrarias e
a e b sao partes real e imaginaria
das raizes complexas A\ = a & b da equacao caracteristica

N+ ph+q=0.

Exemplos
Exemplo 1. Resolver a equagao 3" — 5y’ 4+ 6y = 0.

A equacao caracteristica é
M —BA+6=0 com asrafzes A\ =2, \y = 3.

Portanto a solucao geral é
y(z) = C1e* + Cye™.

Exemplo 2. Resolver a equacao y” — 10y’ + 25y = 0.

A equacao caracteristica é

A2 —10A+25=0 com a raiz dnica \ = 5.
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Portanto a solucao geral é

y(x) = (C) + Cyx)e™.
Exemplo 3. Resolver a equagao 3" — 2y’ + 5y = 0.
A equacao caracteristica é
A —2\+5=0 com as raizes complexas \ = 1 =+ 2.

Portanto a solucao geral é

y(z) = [C} cos(2x) + Casen (2x)]e”.

5.2. Resolugao da equagao linear nao homogénea (28).

Agora estudamos a equacao linear, com coeficientes constantes, nao homogénea:

y' +py +ay = f(z) (30)
Como ja sabemos, para obter a solucao geral desta equacao , é bastante adicionar alguma
solugao particular y,,+ da equagdo nao homogénea a solugao geral da equacao homogénea. A
solucao geral da equacao homogénea, como sabemos, é construido por meio se fungoes exponen-
ciais via rezolucao da equcao caracteristica. Assim, basta saber uma solucao particular y,q+ da
equacao nao homogénea. Em seguida nés mostraremos que é possivel determinar tal solucao
Ypart, POr meio de integracao, no caso de qualquer lado direito f(z). Mas agora comegamos
do caso quando o lado direito tem a forma mais simples: pode ser fungao exponencial com
polinomio. Neste caso a solugao particular y,.+ da equacao nao honogénea pode ser determi-
nado sem integracao , usanso so operacoes algébricas.

Procura da solugao particular y,,; no caso de funcgoes f(z) es-
pecificas
O caso quando f(x) é fungao exponencial
Assim, consideramos a equagao
y' +py +qy = Ae™ (31)

onde A e a sao constantes dadas. Temos de procurar uma solucao particular desta equacao .
E possivel encontrar tal solucao na forma semelhante ao lado direito, isto é,

oz
Ypart = Ce

com coeficiente C' indeterminado. Para determinar este coeficiente C, substituimos y = Ce®”
na equagao e obtemos
C(a® + pa + q)e™™ = Ae®.

Entao,
A
C=—F—— (32)
a” +pa+q
supondo que o + pa + g # 0, isto é, supondo que o expoente dado o nao é raiz da equacao

caracteristica.
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CONCLUSAO. Se a nio é raiz da equagao caracteristica
N4+ pA+q=0,
a equacao v’ + py + qy = Ae™”®
tem solugao particular ype¢(x) = Ce™”

_ A
com C' = ——— ToaTa

Exemplo 1. Resolver a equcao y” — 6y’ + S8y = 232,

A equacao caracteristica

AN —6A+8=0

tem as raizes A\; = 2 e Ay = 4. Portanto, a solugao geral da equagao homogénea é
4
016293 + 026 z

Como « = 3 nao é raiz da equacao caracteristica, podemos usar a conclusao anterior e procu-
ramos a solucao particular y,,+ da equcao nao homogénea na forma

y = Ce,

Depois de calculo facil, obtemos

C=-2

e entao a solucao geral da equagao dada é
y = Cre* + Cye™™ — 2¢%
onde C; e (5 sao constantes arbitrarias.

Nota. Da mesma maneira é possivel procurar uma solucao particular no caso quando o
lado direito é a soma de varias fungoes exponenciais, nao sé uma funcao exponencial. Esta
possibilidade basea-se na observagao seguinte.

Observagao . Sejam f(z) = fi(z) + fo(%) € Ypori(T) € Yoy (@) solugdes particulares das
equacoes
),

)

V'Y +ay = filz
v+ +ay = fole
Entao 4,4 (%) + y5e(x) € solugao particular da equacao

y' +py +qy = fi(z) + falz).

Exemplo. Resolver a equacao y” — 5y’ + 6y = e* — 4e2%,

A equagao caracteristica
A —5X+6=0
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tem as raizes \; = 2 e A\, = 3. Portanto, a solucao geral da equacao homogénea é
2
016 * -+ Cg€3x.

Os expoentes a = 1 e a = —2, que encontram-se no lado direito, nao sao raizes da equacao
caracteristica. Portanto, podemos procurar a solucao y,.+ da equagao nao homogénea em forma
das funcoes exponenciais também. De acordo com a observacgao feita, podemos procurar esta
solucao Ypere em forma Y.+ = y1 + Y2, onde a solugao particular y; corresponde ao termo e” e
a solucao y» - ao termo —4e~2%. Depois de calculo directo, temos

1
yp =Ce® = C’:§,

1
y2:C€_2x - C= —g

Assim, a solugao geral da equacgao dada é

1 1
y(z) = C1e** + Cye® + Eex = 36_230.

ax

O caso quando f(z) = P,(z)e
Da mesma maneira ¢é possivel determinar uma solugao particular da equacao nao homogénea
no caso quando o lado direito f(z) da equagao tem a forma

onde P,(z) é um polinémio de grau n e o nao é raiz da equagao caracteristica. Neste caso, a
solucao particular ¥4+ procura-se na forma

y = Qn(z)e™

onde @, () é o polinémio da mesma grau n, com coeficientes indeterminados.
Por exemplo, se f(x) = (52 — 1)e™, procuramos a solucao particular em forma

y = (Ax + B)e™

onde A e B estao a ser determinados.
Vamos considerar um exemplo

Exemplo. Resolver a equacao y” — 7y’ + 10y = ze®.

A equacao caracteristica
A —TA+10=0

tem as raizes \; = 2 e Ay = 5. Portanto, a solucao geral da equacao homogénea é

01€2x + 0265x.
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O expoente a = 3 que encontra-se no lado direito, nao é raiz da equacao caracteristica.
Portanto, podemos procurar a solugao Y.+ da equagao y” — 7y’ + 10y = ze* em forma

y = (Ax + B)e™. (33)

Nota. Observamos que em (33) usamos duas constantes indeterminadas, como deve ser no
caso de polinémio de grau 1, embora no lado direito f(z) = z€3® temso sé um termo z.

Substituindo y = (Az + B)e® na equacao y” — 7y’ + 10y = xe3*, depois de célculo simples
obtemos que

1 1
A=—= B=-
2’ 4
e entao

1
Ypart = Z(l - Qx)egx
e a solucao geral é

1
y = Cre** + Cye™ + Z(l — 22)e%.

Nota. Observamos que no caso f(x) = P,(x), o métodi exposto é aplicavel, se o nimero
a=0n
ao € raiz da equacao caracteristica.

Exemplo. Resolver a equacao y” + 3y’ + 2y = 3z + 1.

A equacao caracteristica
N 4+3A+2=0

tem as raizes A\; = —2 e Ay = —1. A solucao geral da equacao homogénea é
016_2x + 026_:0.

O numero 0 nao ¢é raiz da equacao caracteristica. Portanto, podemos procurar a solu¢ao Ypqrt
em forma y = Az + B. Substituimos na equagao e depois de célculo directo obtemos
3 7
A=—-, B=-—-.
2 4
Entao a solucao geral é
3r— 14
Y = 016_2x + CQG_I + T

O caso quando o expoente correspondente coincide com uma daz raizes da
equacao caracteristica

Neste caso ndo vamos estudar o assunto em forma geral, mas explicamos uma ideia con-
siderando uns exemplos.

Exemplo 1. Resolver a equacao y” — 7y + 6y = 5eb%.

A equagao caracteristica
N —TA+6=0
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tem as raizes \; = 1 e Ay = 6. A solugao geral da equagao homogénea é
C’lex + Cgeﬁx.

O numero a = 6 no expoente no lado direito coincide com a raiz Ay = 6 da equacao carac-
terfstica. Portanto, j4 nao podemos procurar a solugao Y.+ em forma y = Ae®”.
Mas vamos procurar na forma
y = Azeb”.

Substituindo na equacao , depois de calculo obtemos
A=1.

Entao a solucao geral é
y = Cre” + (Cy + )e®.

Exemplo 2. Resolver a equacao " — 8y + 16y = 12¢.

A equacao caracteristica
N —8A+16=0

tem as raizes \; = Ay = 4 coincidentes e o nimero a = 4 no expoente no lado direito também
coincide com essas raizes coincidentes.
Neste caso a procura da solugao particular y,,,+ na forma

y = Aze®
ja nao ajuda. Mas vamos procurar na forma
y = Az2e”
Substituindo na equacao , depois de calculo obtemos
A=6.

Entao a solucao geral é
y = (Cy + Cox + 627)e".

Baseando nestes exemplos, chegamos a conclusao seguinte.

CONCLUSAO. Se a coincide com uma das raizes diferentes
da equacdo caracteristica A> + p\ + ¢ =0,
entao a solucao particular y,,+ da equacao y” + py' + qy = Ae™”
procura-se na forma y(z) = Cre™”
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CONCLUSAQO. Sea equacao caracteristica A2 +p\+q=0
tem as raizes coincidentes Ay = Ay e 0 expoente « coincide com elas,
entao a solucao particular y,q+ da equacao y” + py' + qy = Ae™”
procura-se na forma y(z) = Cz?e®”

Procura da solugao particular y,,+ no caso de qualquer lado direito
f(x)

Mostraremos que a solugao particular y,.+ da equcao nao homogénea sempre pode ser
determinado por meio de integragao , se sabemos alguma sistema fundamental {y;(z), y2(z)}
de solugoes da equacao homogénea.

A ideia é usar o método de variacao de constantes C; e Csy na férmula

y = Ciy1(z) + Coya(x)

de solucao geral da equacao homogénea. Nomeadamente, procuramos a solugao particular 9,4+
na forma

Ypart = C1(2)y1(2) + Co(2)ya () (34)

onde as fungoes C(x) e Cy(x) estao a ser determinadas.
Temos

Ypart = Ci()tn(2) + Co(2)y2(),
Yoare = C1(@)pn(2) + Co(x)y2(z) + Cr(2)y () + Ca(2)ys(2).

Escolhemos C(z) e Cy(x) de tal modo que
Ci(z)yi(x) + Cy(x)ya(x) = 0. (35)

Entao
Ypare = C1(2)y1(2) + Cy(2)yn(2) + O (2)y; () + Cf (2)ys ().

Substituindo Ypart, Ypare> Y

bart 1A €quacao nao homogénea, depois de simplificagao obtemos

Ci(@)y(x) + C(x)ys(x) = f(x).

Junto com a condigao (35) temos o sistema

=
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~—
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onde as fungoes y1(x), y2(x) e as suas derivadas sdo dadas, e temos de determinar as derivadas
Ci(x),Ci(x). Relativamente C7(z) e Cy(x) temos sistema algébrica. O determinante desse
sistema é

wia) = | i) )

Este determinante diz-se Wronskiano. E possivel demonstar que este determinate é difer-
ente de zero sempre quando y(x) e yo(r) sdo soluges linearmente independentess da equagao
hoimogénea, o que tem lugar.

Portanto o sistema algébrica sempre é resolivel e podemos determinar as derivadas C7(z)
e CY(x). Passando as primitivas, podemos calcular e as fungoes préprias Cy(x), Ca(x).

Exemplo. Resolver a equagio y” +y = ——.

A equacdo caracteristica é A2 +1 = 0 com as raizes complexas A = +i. Portanto o sistema
fundamental de solugoes da equgao homogénea 3" +y =0 é

yi1(z) = cosz, ys(x) =senx
e a solucao geral da equagao homogénea é
y = Cicosx + Casenw.
Procuramos a solugao particular y,,+ da equacao nao homogénea por variacao de constantes:
ypart<m) = () (J:) coszT + CQ(?L’)S&TL x.

Para tal temos de resolver os sitema algébrica (36), isto é,

(36)

Ci(z)cosx + Ch(z)senx =0
—C(x)senx + Ch(x) cosz = —

senx’
Resolvindo este sistema relativamente C}, C4, obtemos
Ci(x)=-1, C)=ctgux.
Entao,

Ci(x) = —z, Cy=In(senx)

Ypart(T) = —x cosx + sen x In(sen x).
Finalmente, a solucao geral da equc¢ao dada é

y = Cicosx + Cysenax — xcosx + senxIn(sen ),

onde C] e (5 sao constantes arbitrarias.
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