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1 Calculo Vectorial Elementar

1.1 Notacoes

e vectors unitarios 7, j e k sao os vectores unitarios nas direcc¢oes dos eixos
positivos dos zx, yy, zz, satisfazendo

i=i=i=
i-j=j-k=k-i=0

e vector de posicao 7 = (z,y,2) = iz + jy + kz em que 7, j e k sdo os
vectores unitarios nas direcgoes dos eixos positivos dos zx, yy, 2z.

1.2 Conceitos Basicos

No Electromagnetismo utilizaremos o conceito de campos, objectos que dependem
do ponto ¥ = (z,y, z) no espago, e (as vezes) do tempo t. Utilizaremos os seguintes
tipos de campos:

Campo escalar tem valores escalares (nimeros reais) ¢(7) = ¢(x,y, 2);

Campo vectorial tem valores vectoriais
ff(f’) = (Au(z,y,2), Ay(x,y, 2), A(z,y,2)) = 1Ay (z,y, z)—l—j’Ay(:c,y, z)—l—l%AAx,y, z)

1.2.1 Operacgoes bilineares

Produto escalar entre dois campos vectoriais A e B:

(A- B)(F) = A,B, + A,B, + A.B,

Produto vectorial entre dois campos vectoriais A e B:

(A x B)(f) = i(A4,B. — A.B,) + j(A.B, — A,B.) + k(A,B, — A,B,)

1.2.2 O operador v

é um operador diferencial vectorial:
> o o0 0 <0 ~0 -0
=(—,—, =) =1— k—.
Ox’ dy 0z ox
Definem-se os seguintes operacoes:

O gradiente de um campo escalar resulta num campo vectorial:

09 , 300 109

W:a Toy TRz



A divergéncia de um campo vectorial resulta num campo escalar:

- - 0A, 0A, O0A
A== Y =
v ox * oy * 0z

O rotacional de um campo vectorial resulta num campo vectorial:

o g:%<aAz - 8Ay> 5 (an - 8AZ> _H%<8Ay - an> |

1.2.3 Sucessivas

e O Laplaciano:

oy 0z 0z ox or Oy

Operacgoes de v

e Virias identidades:

1.2.4 Integracgao

= oo Po Po Do _

v.(vqﬁ)_f)xz—i_@yz—k@z?:vgb

Vx(VxA) = V(V-A)-V4
Vx(Ve) = 0

V- (VXA =0

Integrais de linha de um campo vectorial A ao longo de um caminho C"

[id -
C

/C (iAa(z,y, 2) + jAy (2, y, 2) + kA.(2,y, 2)) - (ida + jdy + kdz)

/C (Audz + Aydy + A,d2)

Integrais de superficie de um campo vectorial A sobre uma superficie 3

em que do =

/ff-d&
>

ndo represente um elemento infinitesimal da superficie .

Note que do esta sempre normal a X, o seu sentido sendo para fora no caso

de Y ser uma

superficie fechada.

Integrais de volume de uma campo escalar ¢ sobre um volume V:

/V odV.
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Figura 1: Coordenadas cilindricas.

1.3 Coordenadas Curvilineas
1.3.1 Coordenadas Cilindricas

Em casos com simetria cilindrica utiliza-se, normalmente, coordenadas cilindricas
(r, ¢, z), definidas pelas transformagoes

r = TCcoso
y = rsing
(z = 2),

com as transformacoes inversas

o= o2 +y?
¢ = arctan <g> .
x

Os vectores unitdrios correspondentes sao (ver Fig. 1)

€ = icosd+jsing
€y = —ising + j cos ¢
(@ = k).

As operacgoes de gradiente, divergéncia e rotacional ficam, em termos de coorde-
nadas cilindricas:

- ov 10V ov
VU = ¢e.— +¢ Py + N
€, " € . €, .

—

. - 19(rA) 104, 0A,

v = r Oor + r 0¢ * 0z
e e e

= A 0 o 0

A, 1Ay Al



e o Laplaciano

2
U= Rt .
v ror \"or r2 0¢? + 0z

O deslocamento infinitesimal (integrais de linha) fica

_13(6\1/) 19?0 | 9PV

dr = &dr + E;rd¢ + é.dz
e o elemento de volume (integrais de volume)

dV =rdrdpdz.

1.3.2 Coordenadas Esféricas

Em casos com simetria esférica utiliza-se, normalmente, coordenadas esféricas
(r,0,¢), definidas pelas transformagoes

xr = rsinfcos¢
= rsinfsing
z = rcosf,

com as transformacoes inversas

r o= a2+ y?+ 22
f = arctan| —

z
¢ = arctan (g>
x

Os vectores unitarios correspondentes sao (ver Fig. 2)

—

€, = ﬁin@cosgzﬁ—i—jsianingzﬁ—l— k cos
& = icosbcosd+ jcosfsing — ki sin 6
€y = —isin o+ jcos 10)

As operagoes de gradiente, divergéncia e rotacional ficam, em termos de coorde-
nadas cilindricas:

= ov 10V 1 oV

—

U = é.— - il
v “or T 00 T sing 0
— T 1 . a(T2AT) a . aA(]ﬁ
V-A = T and <SlIl 0 o + r%(sm 0Ag) + ra—¢
L 1 € 1€ rsinfey
VxA = ——— % % %

2
r*sin A, 1Ay rsinfA,

7
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Figura 2: Coordenadas esféricas.

e o Laplaciano

L0 (200) 1 0 (w1
V\Ij_ﬂar " or +r2sin986’ sind +r23in293¢2.

O deslocamento infinitesimal (integrais de linha) fica
dr = €,.dr + yrdf + €yrsin fd¢
e o elemento de volume (integrais de volume)

dV = r?sinfdr do db.

1.4 Teoremas uteis para integrais

1.4.1 Integral de linha de um gradiente

Sendo
- ov ov ov
U) . dif = —— bl gz
(V) - dr a%clx%— 8ydy+ ER dz



as

Figura 3: Teorema de Stokes.

temos

V) - di = dU = U(B) — U(A).
mew ) - di Amm (B) — W(A)

Aqui C(A, B) é um caminho arbitrario do ponto A para o ponto B. (Note que o
resultado nao depende do caminho, sé dos pontos inicial e finall)
Este resultado é a generalizacao da férmula

[ Fa)de = 50) - fla).

1.4.2 Teorema de Stokes

A generalizacao da féormula anterior para duas dimensoes é o teorema de Stokes:

/(ﬁx 0.d5= [ A.ar

5 a5

Aqui S é uma superficie arbitraria com fronteira 0.5, o que é sempre um caminho
fechado. O integral sobre 0S deve ser percorrido no sentido relacionado com o
sentido de dS pela regra da mao direita (ver figura).

1.4.3 Teorema da divergéncia

A generalizacao da féormula anterior para trés dimensoes é o teorema da di-
vergencia:

/(ﬁ-ﬁ)dvz A.dS.
Vv ov

Aqui V' é um volume arbitrario com fronteira 9V, o que é sempre uma superficie
fechada. O sentido do vector dS é sempre para fora do volume V.

2 Electrostatica

2.1 A lei de Coulomb e o campo electrostatico

Propriedade fundamental dos constituentes da matéria: carga eléctrica. Carga
eléctrica do electrao: —e; carga eléctrica de nicleos atémicos +Ze, Z =1,2,3, ...



é o numero atomico. Assim a carga eléctrica é quantizada em termos da unidade
de carga fundamental e. A carga eléctrica total é sempre conservada em qualquer
processo na Natureza.

Unidade de carga no Sistema Internacional (SI) é o Coulomb (C), cuja defini¢ao
serd dada mais tarde:

e = (1,602176462 + 0,000000063) x 107 C

Forga electrostatica que actua numa carga (Jo na posicao 75 devido a uma
carga (), na posicao 771:

P 1 Q2
20 = 15 o3
deg |y — 71|

(72 —71)

A constante €y tem o valor (exacto)

1
€ = — com o = 41 x 107" Ns*C ™2
HoC

= 8,854187187--- x 10712 C*N~"'m 2

A forca de Coulomb é repulsiva se ()1 e Q2 tém o mesmo sinal, atractiva se Q)1 e
()2 tém sinal contrario.

Pelo principio de sobreposicao a forca electrostatica total sobre uma carga ¢
numa posicao 7 devido a presenca de cargas @Q; (i = 1,2,---,N) colocadas nas
posigoes 7; € a soma vectorial das forgas sobre ¢ devido as cargas individuais:

ou

no qual

chama-se o campo electrostdtico (ou também o campo eléctrico) causada pelo
conjunto das cargas @);. Note que E(7) é um campo vectorial. A carga ¢ chama-

se neste caso a carga de teste; E(f’) ¢ independente de gq.
Unidade SI do campo electrostatico: 1 N/C.

2.2 O potencial electrostatico

Podemos escrever



ou também

de modo que

no qual
1 X @

O(r) =
() dmey = |77 — 75

é o potencial electrostdtico devido as cargas ;. ®(7) é um campo escalar.
Unidade SI do potencial electrostatico: 1J/C= 1V (Volt).
O trabalho efectuado pela forca electrostatico enquanto ¢ se desloca de 7
para 79 ao longo de um caminho C"

W= /Cﬁ-df
- q/CEYF)-df

= —q [ (Vo) dF
—q(®(r2) — (1))

o que nao depende do caminho C, s6 dos pontos incial e final. Entao a forca
electrostatica é conservativa, e sabemos da mecanica que podemos definir uma
energia potencial U(7) tal que

Logo podemos identificar

o potencial electrostatica é a a energia potencial por unidade da carga de teste.
Da identidade E(7) = —V®(7) temos que

V x E(F) =0

é sempre satisfeita na electrostdtica.

Uma maneira 1til de visualizar o campo eléctrico é de usar linhas do campo,
que sao relacionadas com o campo eléctrico de tal maneira que, em qualquer
ponto, a linha do campo que passa pelo ponto é tangente ao campo eléctrico
nesse ponto. O sentido do campo ¢é indicado nas linhas do campo com uma seta.

Suponha que dr é um deslocamento infinitesimal normal a direc¢ao do campo
eléctrico E(F) num ponto 7. A variacao correspondente do potencial eléctrico é

—

AP = O(F + di) — B(F) = V& - dif = —E - di = 0

11



Figura 4: A relagao entre o fluxo eléctrico através da superficie e o angulo sélido.

o que implica que o potencial mantén-se constante nas direccoes normal a E.
Com outras palavras, as superficies equipotenciais (em que o potencial tem um
valor constante) sdo sempre normais ao campo eléctrico.

Por exemplo, para uma carga pontual positiva as linhas do campo sao rectas
direccionadas radialmente para fora a partir da posicao da carga; para uma carga
negativa as linhas estao direccionadas radialmente para dentro. Neste caso, as
superficies equipotenciais sao esféricas. Deste exemplo vimos que as linhas do
campo tém origem em cargas positivas e acabam em cargas negativas. As linhas
do campo podem também continuar até ao infinito; isto pode acontecer no caso
geral se a carga total é diferente de zero.

2.3 A lei de Gauss

O fluxo eléctrico através de uma superficie S é definido por

/SE-d5.

A lei de Gauss relaciona o fluxo por uma superficie fechada com a carga no
volume dentro da superficie. Precisamente

LE~d§-Qm

€0

em que Q;, é a carga total dentro de S.
Para mostrar isto consideramos uma carga () dentro de S. Escolhemos as
coordenadas tal que () fica na origem, o campo eléctrico é

~

E(r) = Qp—

Aregr?’

12



Figura 5: O fluxo eléctrico para uma carga fora da superficie é zero devido a
anulacao das duas contribuicoes em A e B.

Assim,

L A dS
/ B.dS = / Q r-ds
S s 4meg 12
sendo 7-dS a projeccao radial de ds. A expressao d{2 = 7 - dS /r? é sem dimensao
e é igual ao angulo sélido do cone com bico na origem e base dS (ver figura).

Entao
/ Foas— [-L a0 €@
s s 4meg €0

sendo o angulo solido integrado sobre todas as direcgoes igual a 4.

Para uma carga @) fora do volume encerrada pela superficie, o cone vai cortar
S duas vezes (ver figura), e entao temos duas contribui¢oes, uma onde o cone entre
para dentro do volume, outra onde sai do volume. A contribuicao da tltima é
proporcional com df2 como acima, mas a primeira é proporcional com —df2 (uma

vez que a projeccao radial de dsS aponta para a origem, e nao para fora). Assim,
as contribuicoes sempre anulam.

Logo, mostramos que, para uma carga (), o fluxo eléctrico através da superficie
fechada S é

€0

/ F.d§ = Q gea carga esta dentro de S,
s 0 se a carga esta fora de S.

Adicionando as contribuig¢oes de todas as cargas obtén-se a lei de Gauss anunci-
ada.

Uma medida do fluxo eléctrico através de uma superficie é o niimero de linhas
do campo que passam através da superficie. Por exemplo, pela lei de Gauss
o fluxo que atravessa uma superficie envolvendo uma carga pontual ¢ é ¢/e,

13



independente da forma da superficie, o que é consistente com o facto que todas
as linhas do campo que tém origem na carga atravessam a superficie.

2.4 Distribuicoes continuas de carga

Para objectos macroscopicas nao ¢é pratico tomar em conta todas as cargas pon-
tuais (nucleos, electroes) em que consiste o material. Neste caso, descrevemos a
distribuicao das cargas por uma densidade de carga p(7) que é definida como o
limite da carga por unidade de volume se o volume tende para zero:

() = lim 24

AV=0 AV
Se estejamos s6 interessados em efeitos macroscopicas (o que normalmente é o
caso) o volume AV nao devia ser tomado estrictamente para zero, mas devia
sempre conter um numero grande de cargas, para que obtermos um limite suave.

Obtemos, entao,
Aqg=pAV

para a carga dentro de um pequeno volume AV. A carga total dentro de um
volume arbitrario é dada pelo integral

Q= [ pav.

A lei de Gauss para uma distribuicao de carga pode, entao, ser escrita como

— — ]_
/ E-dS:—/p(f’)dV.
S=8V € Jv

Pelo teorema da divergéncia obtemos

L 1
/V~EdV:—/p(F)dV.
14 €y JV

Isto é verdadeiro para qualquer volume V', portanto

. 5P
€0
que ¢ a lei de Gauss na forma local. Com E = —V® temos também

Vi) = -0,

€o

a equacao de Poisson para o potencial electrostatico.
Para uma distribuigao continua, a férmula ®(7) = >_; Q;/(4meo|” — 73| ) torna-

L1 p(r)
(i) —
(7) ey J |7 — 17|

Se
av’,

14



passando a soma sobre ¢ para um integral, e identificando Q; — p(7)dV". Isto é
a (tinica) solucao da equagao de Poisson tal que ®(7) — 0 se || — oo. A solugao
geral é igual a esta solucao mais qualquer solucao da equagao homogénea

V20(r) =0,
a equacao de Laplace.
O conjunto das equacoes
VxE = 0
V-E = L
€0

descreve completamente as propriedades do campo electrostatico. A primeira
guarante a existéncia de um potencial eléctrico ®; a segunda é equivalente e
equacao de Poisson para ® e implica o principio de sobreposicao. A solucao é
equivalente a lei de Coulomb.

2.5 A energia de uma distribuicao de carga

A energia potencial mutua de duas cargas pontuais (01 e ()2 colocadas em 7 e 7

é
1 1@y

47'('60 |T’2 — T’1|

Ul 2 —

Isto é, entao, o trabalho necessario para colocar as duas cargas nas respectivas
posicoes, sendo ambas inicialmente colocadas a grande distancia.

A generalizagdo para N cargas involve uma soma sobre todos os pares de
cargas, entao

1N11QQ]

47reoz o - 7|

Note que a soma ¢é tal que j < 7, para contar cada par de cargas uma vez. Isto
pode ser reescrito
11 Qsz

" 24nme Z =l

Nesta expressao cada par é contado duas vezes, o que é compensado pelo factor
1/2.

Passando para o caso de uma distribuicao continua de carga, 7; — 7, 7; — 77,
Qi — p(F)dV e Q; — p(7")dV":

p(7)p(r") )
U — / AV dV
247‘(’60 |77 — 77|

= 5 [ sy

15



Aqui V' é um volume que engloba a distribuicao de carga. Utilizando a lei de
Gauss V - E = p/ep:

U = Q[ ov.Eav
2 Jv

- O [ E. Vo —/ (Ed
2/V Voav + 3 | V- (E@)dv

(usando a regra de Leibnitz V - (E®) = ®V - E + E - V®). O segundo termo do
membro direito pode ser reescrito como um integral sobre a fronteira de V'

9] ®F.dS.
2 Jov
Escolhendo V uma esfera com raio R, temos para R grande: |E| o< 1/R? e

® x 1/R. Como a 4rea da esfera é 4w R%, temos

F -dS o R
oV
Assim, no limite R — oo (V' passa a englobar todo espago), este termo desaparece.
Ficamos com

v="2 E-Eav.
2 Jtodo espago

2.6 Dipolos eléctricos

Consideramos o caso em que haja uma distribuicao de carga numa regiao do
espaco, e queremos saber o potencial eléctrico num ponto 7 longe dessa regiao.
Neste caso, ¢ muitas vezes vantajoso fazer uma expansao multipolar. Temos

—) 1 p(fy) /!
O(F) — / %
() dmeg J |7 — 7|

1 -
/ IO(T ) 1/2 dvl
dmeg S (r2 + (r')2 — 27 - )

utilizando que
|7 =i =F—7) - (F—7)=r*+ (') - 2F 7.

Escolhendo a origem das coordenadas dentro da regiao com a distribuicao de
carga, o requerimento que 7 fica longe dessa regiao é

r= > =

Isto implica que a quantia (T/)r%zw < 1. Assim,

1 12_2—’_—7 —1/2 1 = 1
:rl(Hu) “ LT o ()

|77 — | r2

16



utilizando a expansao
1
(1+az)V2=1- 5% + O(2?)

que é valida para z < 1. Assim obtemos:

com a carga total

p= / p(7)r" dV’
é o momento dipolar eléctrico da distribuicao de carga.

Exemplo: Duas carga pontuais, uma carga g em 7y + d, outra carga —q em
7o. O momento dipolar é

7= [ o) V' = (7 + ) ~ afo = qd
Note que foi utilizada a identificacao AQ = pAV, a carga total no volume AV
Neste caso o momento dipolar p’ = ¢qd nao depende da posicao 1y das cargas,

somente da posicao relativa entre as duas cargas. Isto sempre se verifica se a
carga total é zero (aqui ¢ — ¢ = 0).

2.7 Forca e momento de forca

Considere uma distribui¢do de carga p(r) que se encontra num campo eléctrico
externo uniforme F(7) = Ej.
A forca total sobre a distribuicao é a soma das forcas sobre todas as cargas:

F = /EOP(F)OW = QEO

em que () é a carga total.
O momento de forga total é:

7= [7x (ByplR)dv) = (/ Fp(F)dV) x By = 7 x By,

O momento de forca tem a tendéncia de alinhar o momento dipolar com o campo
eléctrico.

A energia potencial da distribuigao de carga no campo externo pode ser cal-
culado a partir do potencial que corresponde com o campo externo EO:

—, —

By (7) = (0) — Ey - 7

17



Aqui ®(0) ¢é o valor do potencial externo na origem. (Verifique que Ey = —V®,;.)
Portanto a energia potencial é:

U = [ @lp(riav
= Q‘b(ﬁ)_ﬁ'ﬁo

A energia potencial é minima se o momento dipolar e o campo externo sao par-
alelos.

2.8 Equilibrio electrostatico de condutores

Um condutor é um material que contém electroes, ou ioes, que podem mover-se
livremente dentro do material e transpor carga em resposta a um campo eléctrico
externo. Num metal ou semicondutor essas cargas livras sao electroes. Sempre se
o campo eléctrico (médio) nao for igual a zero em qualquer ponto dentro do mate-
rial, as cargas livras vao mover em resposta a forca electrostatica (média). Assim,
podemos concluir que, em equilibrio electrostatico, o campo eléctrico E (7) serd
zero em qualquer ponto no interior do condutor. Qualquer tentativa de estabele-
cer um campo electrostatico dentro do condutor vai induzir uma redistribuicao
de cargas livres, cuja contribuicao ao campo eléctrico anula o campo externo.

Num isolador os electroes sao todos ligados fortemente aos ioes, nao havendo
qualquer corrente de cargas significativa em resposta a um campo electrostatico
externo. Assim, campos eléctricos externos podem existir dentro de um material
isolador.

Pela lei de Gauss V - E = p/eq isto implica que teremos também p(7) = 0
em qualquer ponto do interior do condutor. No entanto, é possivel que haja uma
densidade de carga superficial, retida dentro de algumas camadas atomicas na
superficie do condutor. Define-se a densidade de carga superficial o(7) tal que
o(r)AS é a carga total associada com um elemento de superficie AS. A carga
total no condutor serd, entao, [, o dS.

2.9 Condicoes de continuidade

O componente tangencial do campo eléctrico na superficie de um material (con-
dutor ou nao), ou na superficie entre dois materiais diferentes, é sempre continuo.
Para ver isso, utilizamos a propriedade do campo electrostatico V x E = 0. Pela
teorema de Stokes, isto implica que

fﬁ.dfzo.
I

para qualquer caminho fechado I'. Escolhendo o caminho indicado na figura 6,
obtemos

—

r
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Figura 6: A continuidade do componente tangencial do campo eléctrico na su-
perficie entre dois materiais diferentes. O caminho passa muito perto da superficie
entre os materiais; a distancia transversal é muito pequena.

E

Figura 7: Determinacao do campo eléctrico fora da superficie de um condutor
utilizando a lei de Gauss.

em que [ é o vector tangencial a superficie definida pelo caminho I'. Portanto
a projeccao tangencial (qualquer projeccao tangenciall) do campo eléctrico é
continuo.

Aplicando isto ao caso de um condutor obtemos que

E = Eyi (superficie de um condutor)

(com 7 o vector unitario normal a superficie) estd sempre normal & superficie do
condutor, uma vez que E = 0 dentro do condutor. Utilizando a lei de Gauss num
cilindro quase plano, com a superficie superior paralelo com, e justamente fora
da superficie do condutor, e a superficie inferior dentro do condutor (ver figura

7), obtemos
o o)
E.(r) = —=.
€0
Uma vez que as superficies equipotenciais estao normais a £, concluimos que
a superficie do condutor deve ser uma superficie equipotencial:

.., = V(= constante).

Aqui ®.,; é o potencial electrostatico justamente fora do condutor. O potencial
®;,,; no interior do condutor é também constante (como E = 6), mas tem geral-
mente um valor diferente de ®.,;, dependente dos detalhes da distribuicao de
carga nas camadas atémicas exteriores do condutor.
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condutor

-Q
Figura 8: O método das imagens.

2.10 Condutores carregados

Problema fundamental da electrostatica: considere um sistema de condutores,
cada um com alguma carga total, ou algum potencial especificado, qual o campo
eléctrico no espago em volta dos condutores?

No espaco entre os condutores o potencial satisfaz a equacao de Laplace:

Vi = 0.

E possivel mostrar que, se tivermos condi¢oes apropriadas especificadas na super-
ficie dos condutores, hd uma e s6 uma solugao para o potencial (e entdo para o
campo eléctrico) na regiao entre os condutores. Este resultado é conhecido como
o teorema da unicidade.

Em vez de considerar este resultado na toda generalidade, consideremos al-
gumas situagoes especiais.

2.10.1 O campo de uma esfera com raio a e potencial V

Consideramos também que o potencial no infinito é zero. Pela simetria esférica
esperamos que ®(7) = ®(r) = C/r, sendo isto o potencial devido a uma carga
pontual (aqui C' é uma constante). Da condicdo ®(a) = V, concluimos que
C = Va. Esta solugao satisfaz a equagao de Laplace, bem como as condigbes em
r=aer— oo.

2.10.2 O método das imagens

Isto é uma aplicacao engenhosa do teorema da unicidade. Consideremos o caso
de uma carga pontual ) numa distancia d da superficie plana de um condutos
(cujo comprimento é muito maior que d) a potencial zero (“ligada a Terra”).

A carga vai induzir uma densidade da carga superficial no condutor, de modo
que o campo eléctrico resultante (devido a carga @) e a carga induzida) é zero
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dentro do condutor. Para saber qual o potencial nos pontos acima do plano do
condutor, consideramos uma situagao fisicamente diferente (ver figura 8), em que
nao ha o condutor, mas uma carga de imagem —(@), localizada no ponto numa
distancia d abaixo do plano que corresponde com a superficie do condutor (agora
ausente). Escolhendo o plano zy a coincidir com a superficie do condutor, e a
origem das coordinadas entre as duas cargas, as mesmas ficam entao localizadas
nos pontos (0,0,d) = de (0,0,—d) = —d. O potencial devido as duas cargas

sera:
o=t

dreg|F — d| - Areo|F+ d]

Como para qualquer ponto no plano xy a distancia até as cargas é igual, o po-
tencial serd zero nesses pontos; também verificamos que ®(7) — 0 se r — o0, e
que V2® = 0, sendo ®(7) a soma de duas contribuigoes que ambos satisfazem a
mesma equagao. I[sto mostre que a segunda situacao, com a carga de imagem,
satisfaz todas as condigbes da situagdo original, para a regiao z > 0 (acima da
superficie do condutor). Pelo teorema da unicidade isto implica que o potencial
acima referido entdo deve ser também aplicavel para situagao original (para a
regiao z > 0)!

Usando a lei de Gauss podemos calcular a distribuicao de carga superficial
induzida na superficie do condutor:

O'(T) = EOEz = —60—(I)<7’, Z)‘z:O-
0z
Esta carga entao induz um campo eléctrico que cancela exactamente o campo da
carga ).
Da equivaléncia com situagao com a carga de imagem vimos também que a
forca atractiva entra a carga () e o condutor é

_ 1 @
 dmeg (2d)?

2.10.3 Uma esfera condutora num campo uniforme

Considere, como aplicagao final do teorema da unicidade, uma esfera condutora
colocada num campo eléctrico uniforme. O campo resultante serda a soma do
campo uniforme e um campo devido a carga superficial induzida na superficie do
condutor, que sera distribuida tal que o campo resultante no interior da esfera
¢é exactamente zero. Isto implica que num lado da esfera deve haver uma carga
superficial negativa, no outro lado um carga positiva (sendo a carga total zero).
Escolhemos coordenadas esféricas, com o eixo dos zz ao longo do campo, tal que
E= Eyz. O potencial do campo uniforme é

Oy (7) = —Eyz = —Eyrcosf
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(escolhendo ®(r = 0) = 0). A grande distancia da esfera, o campo devido a
distribuicao de carga induzida é em primeira aproximacao um campo dipolar;
da simetria da situagao o momento dipolar deve apontar na direc¢ao do eixo zz:
p=pz, logo p-7=pz=prcos. Entao

1 1
O(r) = —FEgrcosf + pcos¢9+/< >

dmeq 12 r3
1 »p 1

_ (-E P cosf 41 () .
< o+ 4d7eq 7"2> cosv+ r3

Agora para r = a temos a condicao que o potencial deve ser constante, ou seja,
nao devia depender de #. Isto é o caso para a expressao acima, se e sO se

p = dreg Eya’.

Temos, entao, uma solucao que satisfaz a equacao de Laplace bem como as
condigbes a fronteira (note que, para r — 00, o campo eléctrico tende para o
campo uniforme, como deve ser). Pelo teorema da unicidade concluimos que a
solugao deve ser, entao, exactamente

2.11 Capacidade

Considere um sistema de conductores colocados em posicoes fixas no espaco,
todas mantidos a potencial zero (“ligados Terra”), com excepcao de um dos
condutores (1). O espacao entre os condutores é vazio, ou é constituido de um
material isolador. Se o potencial do condutor 1 for também zero, o potencial em
todo espaco entre os condutores sera zero também, e entao isto corresponde com
densidade de carga zero em qualquer ponto. Logo neste caso a carga no condutor
1 serd zero. Suponha agora que colocarmos uma carga )1 no condutor 1. Isto
vai provocar um potencial V; na superficie do condutor 1 (os outros condutores
mantém-se a potencial zero!). Se mudarmos a carga no condutor 1 para @ («
sendo um valor qualquer), pelo principio da sobreposi¢ao o potencial na superficie
do condutor 1 vai mudar para oV;. Assim, o que fica invariante é a razao

C:
vV’

a capacidade do sistema. A unidade SI da capacidade é Farad: 1F=1C/V.

Exemplo: Uma esfera isolada com raio a relativamente ao infinito: V =
Q/47epa, entao C' = 4rega. Se a = 1em, C' = 1,1 x 10712 F.
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2.12 O condensador com placas paralelas

Condensadores sao dispositivos para amazenar carga. O exemplo mais simples
¢ o condensador com placas paralelas: duas placas paralelas, ambas de &area
A, separada a uma distancia d. Normalmente d < A, de modo que podemos
desprezar efeitos de fronteira. O potencial na regiao entre as placas é dado por

v
O(2) = —=
( ) d ?

sendo colocada uma placa a & = 0 de modo que a sua fronteira superior se

encontra a z = 0, outra a ® = V' de modo que a sua fronteira inferior se encontra
a z = d. E facil verificar que esta funcao satisfaz a equacao de Laplace. O campo
eléctrico entre as placas é:

E=-Vd= —%éz

e portanto a densidade de carga superficial na fronteira da placa a ® =V é

V
oc=¢ek,=—eFE, = EOE

(a densidade de carga na superficie da outra placa é —¢yV/d). Assim, a carga
total na placa superior serd () = egAV/d, de modo que
Q . €0A

C=v=Ta

2.13 A energia electrostatica de um condensador

Considere um condensador com capacidade C, com uma carga (), tendo entao
uma diferénca de potencial V' = @/C. Para aumentar o valor da carga por dg,
¢é precisa tranferir carga entre as placas. Por exemplo, retirar um electrao do
condutor a V' = 0 requer um trabalho W7, em que W; é a funcao de trabalho do
condutor. Mover o electrao para a outra placa requer um trabalho —eV, e uma
energia igual a fungao de trabalho W é libertada quando o electrao é juntado a
segunda placa. Assim, o trabalho total requerido para transferir o electrao sera

Wl —SV—WQ.

Supomos, por simplicidade, que as placas sao feitas do mesmo material, neste
caso Wi = Ws, e entao o trabalho total fica a ser (—e)V = (dq)V. Assim, o
trabalho total necessario para encarregar o condensador (iniciando com as placas
descarregadas) é

U— /qu_/qu Q2 QTV:CZQ.

Também se verifica facilmente que U = ¢ [ \E ]2dV (integrando sobre o volume
entre as placas).
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3 Corrente Eléctrica

Corrente eléctrica é constituida por cargas em movimento, e o processo do trans-
porte de carga chama-se conducdo. Mais precisamente, a corrente I é definida
pela carga transportada por unidade de tempo:

_dQ

o dt

(sendo d@) a carga tranportada no intervalo de tempo dt). A unidade SI da
corrente ¢ o Ampere: 1A= 1C/s.

I

3.1 A natureza da corrente eléctrica

Num metal, os transportadores de carga sao os eléctroes de valéncia, nao (forte-
mente) ligados aos ides; os ides positivos ficam fixos na rede cristalina. Num
electrélito, o transporte de carga é efectuado por ides positivos e/ou negativos.
Note que os i0es negativos movem-se na direc¢ao oposta aos ides positivos; no
entanto, contribuem a corrente na mesma direc¢ao: a direccao de corrente corre-
sponde a direccao do movimento dos ides positivos. Ha também a possibilidade
de correntes em plasmas, ou em gases durante uma descarga eléctrica.

Note que os transportadores de carga efectuem dois tipos de movimento: um
movimento térmico e um movimento de deriva. O movimento térmico é aleatério,
nao resultando num transport organizado de carga. S6é o movimento comum de
deriva contribui a conducao de corrente.

3.2 Densidade de corrente

Suponha que haja um tipo de transportador de carga ¢ que contribui a corrente.
Suponha ainda que, numa regiao do espaco, a densidade de de carga deste tipo
¢é igual a p, e que a velocidade de deriva é v. Podemos calcular a corrente que
passa através de um elemento de superficie 55 utilizando a figura 9. Durante um
intervalo de tempo dt as cargas efectuam um deslocamento igual a vdt. A carga
que atravessa o elemento da area 65 durante este intervalo de tempo serd a carga
total dentro do volume formado pela base 65 e o deslocamento vdt, indicado na
figura 9. O referido volume é igual a base vezes altura:

AV = §S.vdt cos = (7 65)dt.
A carga (do tipo considerado) dentro deste volume ¢é
dQ = pav,
logo a corrente 01 que passa por 55 serd

dqQ =
I _- — = U * .
) 7 pu - 08
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vdtcosei

Figura 9: Determinacao da corrente através de um elemento de area. Indicado
sao algumas cargas com a velocidade de deriva .

Caso que haja mais do que um tipo de transportador de carga ¢; (i = 1,---,n)
com densidade de carga p; e velocidade de deriva v; a corrente serd a soma das
correntes dos respectivos tipos de carga:

d n o
) _Q — T .59
) 7 g pil; - 08

i=1
Define-se agora a densidade de corrente

n

J = Z PiU;
i=1
que é um campo vectorial (uma vez que p; é um campo vectorial e também v;
pode depender do ponto no espaco). A unidade de J é 1 A/m?. Podemos escrever

61 =J-65

para a corrente através 0S. Para a corrente por uma superficie arbitraria S
teremos o integral

1:/fd§
S

3.3 A equacgao de continuidade

H&a um facto empirico fundamental que diz que carga eléctrica é conservada em
qualquer processo na Natureza. Por exemplo, cargas podem mover-se de um
ponto para o outro: a carga total mantém-se constante. Mesmo durante trans-
formagdes entre diferentes tipos de matéria (reac¢oes quimicas ou nucleares) é
sempre conservada a carga total das particulas envolvidas. Esta conservacao é
local: qualquer mudanca de carga num volume correspondera com um trans-
porte de carga para dentro (ou fora) deste volume, ou seja, corresponde com uma
corrente. A consequéncia disto é que variacao da densidade de carga p(7) em
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qualquer ponto estard relacionado com a densidade de corrente J(7) na regiao
perto desse ponto.

Para ver isso melhor, consideremos um volume arbitrario V' com fronteira S.
A corrente eléctrica que passa para fora do volume V é

1:/f-d§:/ﬁ-fdv
S 174

(usando o teorema da divergéncia). Isto deve ser igual a taxa de decrescimento
da carga no volume V:

dQ d
I=—=—— av.
a =~ ah
Se o volume V ¢ fixo, podemos escrever
dp
I=— / Py,
v Ot

Combinando estas equacoes, e utilizando que o volume V' é arbitrario, obtemos
a equacao da continuidade

)

ﬁ-f+—§=0.

4 Campos magnéticos estaticos

O magnetismo é um fenémeno conhecido desde pelo menos a idade cléssica, ex-
ibido por alguns tipos de material (por exemplo, ferro) que podem ser “magneti-
zados”: imans. Muito especialmente a Terra é magnetizada, influenciando imans
na Terra (por exemplo, a agulha numa bissola!). No século XIX descobriu-se que
imans colocados na vizinhanga de uma corrente sentem uma forca. Investigacoes
por Biot e Savart e por Ampere mostrou que duas correntes interagem entre si
por forcas magnéticas.

Para explicar os fendémenos magnéticos é natural introduzir o campo magnético
B (7), que tem origem em imans e correntes no sistema, pelo qual os constituentes
do sistema interagem.

4.1 A forca de Lorentz

Suponha que uma carga ¢ se move com velocidade ¥ numa regiao com campos
eléctrico e magnético. As investigagoes dos fisicos no século XIX revelou que esta
carga sente uma forca F' de acordo com a relagao

—

F=q(E+7xB),

a forca de Lorentz, que consiste de uma forca electrostatica e uma forga magnética.
Assim, pela segunda lei de Newton a equacdao de movimento classico de um
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Figura 10: Os fluxos magnéticos através das superficies S; e S5 sao iguais.

electrao sera!

dp

dt
Podemos interpretar esta relagao como a “definicao operacional” de B. A unidade
de B no sistema SI, 1T (esla) ¢ determinada pela mesma relacao.

—e(E + @ x B).

Note que o termo v x B estd normal a 7 e B. Isto implica que a forca do
campo magnético nao faz trabalho.

4.2 A lei de Gauss para para o campo magnético

Sabemos que as fontes do campo eléctrico sao cargas eléctricas. Em principio
seria possivel a existéncia de cargas magnéticas (monopolos magnéticos), criando
um campo magnético radial proporcional com 1/7?, como é o caso para o campo
eléctrico. Apesar de muita procura experimental, tais cargas nao tém sido obser-
vadas.?2 Assim, vamos supor que tais cargas nao existem na préatica. Agora, a lei
de Gauss para o campo eléctrico tem, no membro direito, a densidade de carga
eléctrica. Nao havendo a densidade de carga magnética, teremos

/é-d§:0
S

para qualquer superficie fechada S. Na forma local temos (pela teorema da
divergéncia)
V-B=0.

Isto implica que as linhas do campo magnético nao podem ter inicio nem acabar
em qualquer ponto (lembre que as linhas do campo eléctrico tém inicio e acabam
em cargas).

Uma consequéncia disto é que o fluxo magnético através de uma superficie
com fronteira orientada I' s’'édepende de I', ou seja, ¢é igual para superficies S}

I'Nao consideramos aqui “correccoes de radiacdo” que sdo proporcionais com .
2Com a possivel excepcdo de uma vez, numa experiéncia feita em 1980.
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Figura 11: O campo magnético devido a uma corrente num fio longo e recto.

e Sy com a mesma fronteira. [Prova: S; e Sy podem ser considerados as duas
partes de uma superficie fechada S, através do qual o fluxo total para fora é zero.
Portanto, o fluxo para cima através de S é igual ao fluxo para cima através de

Sg.]

4.3 A lei de Ampere

Na primeira metade do século XIX houve muitas investiugacoes acerca do campo
magnético criado por correntes em fios finos. Biot a Savart determinaram que
o campo magnético devido a uma corrente num fio longo e reto gera um campo
magnético que varia com da distancia r até como 1/r. Mais precisamente,

5 pol 4
B(r) = —
() 2mr
em que o ¢ uma constante chamada a permeabilidade do vacuo (ver figura 4.3).
Suponha que temos um caminho fechado I'y que encerra o corrente uma vez no
sentido positivo (ver figura 4.3). O integral de linha §. B -di’ pode ser calculado

com a expressao acima para BedrF=dri+r dgbq@ + dzZz, pelo qual

“ 27
7( B-dF:/ B0 1 dg = pol.
T 0o 27

Para um caminho I'y que nao encerra a corrente, os valores inicial e final da
variavel de integracao ¢ serao iguais, pelo qual o integral da zero. Geralmente,
o integral serd proporcional com o nimero de vezes que o caminho encerra a
corrente no sentido positivo.
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Figura 12: Caminhos fechados I'; (encerrando a corrente) e I'y (nao encerrando
a corrente).

Escolhendo uma superficie S com fronteira I'y, teremos
1= [J-as
s
e entao . L
j{ B-dF:MO/J-dS.
Y1 S
Usando o teorema de Stokes obtemos
/(ﬁxé)-dﬁ:uo/f~d§.
s S
Como isto ¢ valido para qualquer superficie S, obtemos
6 X E = ,uoj

a lei de Ampere.

4.4 A forca magnético numa corrente

A forca magnética num fio que leve uma corrente I é determinada pela forca
de Lorentz nas cargas individuais. Consideremos um (pequeno) elemento de fio
com volume 6V = 65 - 6/. Neste volume a densidade de corrente J o 4l pode
ser considerada aproximadamente constante. A forca magnética sobre as cargas
neste elemento ¢é igual a soma das forcas nas cargas individuais:

J
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Caso que haja s6 um tipo de transportadores de carga com velocidade de deriva
U, temos

DGV = D4
J J
(carga dentro dV).0
= 0V pu.

Com mais do que um tipo de transportadores de carga, o factor pv’ no ultimo
termo passa a ser »_; p;U; = J, em que o indice 7 indique os tipos de carga. Entao

St = VI
j

= (6580
(65 - )Yl
= 14l

Aqui a troca entre §leJé permitida visto que tém a mesma direcgao. Lembremos
para o futuro a substituicao J oV — Il valida para uma corrente num fio fino.
Consequentemente, temos

SF=168xB

para a forca sobre o elemento de fio. Note que 0F L §l. A forca magnética total
num comprimento arbitrario de fio é

ﬁz[/dfxﬁ.

4.5 A definicao da unidade de corrente no SI

Considere dois fios finos longos e paralelos a distancia r, levando correntes I e
I, na mesma direccao. O campo magnético devido a corrente 7 é

o [ /“Lojl n
By(7) = —
1(7) 27r
(escolhendo o eixo dos zz ao longo da corrente /7). Da férmula F=1 / dl x B
vimos que a forca sobre a corrente I, é direccionada para esquerda, ou seja, as

correntes atraiem-se, e tem magnitude por unidade de comprimento de I5:
F 3 o I 1o

— = LB = ———.

[ 2| Bl 27 r

Nas unidades SI, a permeabilidade do vacuo pg é definida por
fio = 41 x 1077 N/A”.

Portanto duas correntes de 1 A numa distancia de 1m sentem uma forca de
atracgao de 2x 107" N/m. Esta definigao fixa as unidades SI da corrente (Ampere)
e da carga (Coulomb).
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5 Campos magnéticos estaticos

Nesta seccao consideramos os campos magnéticos prodizidos por correntes esta-
cionarias em condutores, sem a presenca de matéria magnética.

As equagoes basicas da magnetostatica sao as leis de Ampere e o teorema de
Gauss:

-

= :LLOJ7
0.

V x
V-

% T

5.1 O vector potencial e a lei de Biot e Savart

Para obter uma solucao das equagoes acima, ¢ muito 1til introduzir um novo
campo vectorial: o vector potential A(T), tal que

B=Vx A

Isto resolve automaticamente a equagao V-B=0 (para qualquer campo ff)
Nao é dificil mostrar tambem que qualquer campo B com divergéncia zero pode
ser escrito como B =V x A para algum campo A (ver problema no TP).

O campo A néo é dnico! Se B =V x A 0 campo

A(F) = A(F) + Vx(7),
com x(7) um campo escalar arbitrario, também satisfaz B =VxA A passagem

A — A" é chamada uma transformacado de gauge ou transformagao padrao.
A lei de Ampere torna-se

-, — -,

VX (VxA)=V(V-A) = VA = pl.

E possivel fazer uma transformacao de gauge A — A tal que A satisfaz uma
condicao, o gauge de Coulomb V - A” = 0. Assim, a lei de Ampere fica

szfl = —/,Loj

(no seguimento suprimirmos a linha '), o que tem a forma da equagao de Poisson
para cada uma das componentes do vector potencial. Dada uma distribuicao de
corrente localizada, podemos obter a solucao que satisfaz A(7) — 0 para || — 0o
por agalogia com a solucao para o potencial electrostatico, substituindo & — ff,

p—Jee — g
1 Ho ‘](7:’) /
A :_/ v
") =t | =]

31



Note que esta solucao satisfaz a condicao de Coulomb, como deve ser:

S A = M (e . rmav
G 4W/<VT|F_F,|> J(#)av

—

visto que J(7') — 0 para || — oo para uma distribui¢ao de corrente localizada
(OV, a fronteira aqui pode ser considerada como uma superficie de uma esfera
com raio que tende para infinito), e que V-J= —0p/0t = 0 numa situacao
estaciondria.

Para o campo magnético obtemos

B = x A - Mg/ﬁrx<j(m>dv’

4z 7 — 7|
IMO/ = 1 — /
_ Mo \ J(7)dV
ir <V yf*—m> <)
o [J(F) x (F=7)
= = av
47r/ |7 — 7|3

usando, na segunda equacio, a identidade V x (¢F) = (V) x F + ¢(V x F).
Para uma corrente I num fio fino obtemos, utilizando a identificacao JdV —
Idr

— I rdr x (=71
B = Lo / T X (7" —7")
A |7 — 7|3
Este resultado, a lei de Biot e Savart, foi determinado experimentalmente em
1820.

5.2 Dipolos magnéticos

E possivel fazer uma expansao multipolar para o campo magnético gerado por
uma distribuicao localizada de corrente, semelhante a expansao para o campo
eléctrico devido a uma distribuicao localizada de carga. Consideremos aqui o
caso de um circuito fechado com corrente I. Para o vector potencial temos:

J(r

( 2 dvl
_7«/|

i -

|7
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Agora o primeiro termo é proporcional a

fdﬁ:o

visto que o circuito é fechado. Para calcular o segundo termo utilizamos que

=y

) = L x dF) X P Sd( (7))

4 (
0 que é uma consequencia das identidades

(7 xdr') x 7= —7F(F-dr') + dr' (7 - )

d(7 (- 7)) =dr (F-7) + 7 (r- dr)

(consideramos aqui 7 constante).

Logo
- pol 1 p (7 x dif) x 7
A = —
(") A7 2 3 +
. uomXF
 4r 8
com

I 1 -
mzaffxdWZE/wxjmmw
o momento dipolar magnético. Note que o termo monopolar é ausente para o
campo magnético.
Para o campo magnético obtemos

e [30MRF
B(F):VXA:47W3[ ]—k

Se o circuito é um laco plano, o momento magnético é
- I — — al
m:§fr X dr :I/dS

em que o integral final é sobre a superficie encerrada pelo circuito. Logo m esta
normal ao plano do circuito, tem modulo igual ao produto da corrente e a area
encerrada pelo circuito e sentido relacionada com a direccao da corrente pela
regra da mao direita.
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6 Campos dependentes do tempo

O fisico Inglés Michael Faraday fez uma série de experiéncias sobre o que acontece
se um circuito se move num campo magnético, e o que acontece se um circuito
se encontre num campo magnético dependente do tempo.

6.1 A lei de inducgao de Faraday

Considere um circuito fechado que se move arbitrariamente num campo magnético
estético B (7) (note que o circuito pode ser deformado, isto é, diferentes pontos
do circuito podem ter velocidades diferentes). Os tranportadores de carga num
elemento dr do fio sofrirao uma forca de Lorentz igual a F = qu X B’) sendo
@ a velocidade do elemento do fio. A componente de F ao longo de dr’ vai em-
purrar transportadores de carga (electroes) em volta do circuito, produzindo uma
corrente.

A forca electromotriz € é definida pelo integral de linha de F /q em volta do

circuito: B
F

5:% =
q

Note que £ nao é, de facto, uma forca, mas tem dimensao de potencial eléctrico!
Podemos escrever

£ = fwxéydf
= — f B - (i@ x d).
Multiplicando esta equacao pelo intervalo de tempo infinitesimal §¢, obtemos
£t = fé (6 X dF)
como 0% = 10t é o deslocamento do elemento de fio dr. Podemos identificar
0% x dif = 68

com o elemento da area definida por d7 e dr (ver figura 6.1). Logo, integrando
ao longo do circuito, vimos que —&.4t é igual a diferénca entre o fluro magnético
através do circuito

F=[B-as
no tempo t + dt e o mesmo no tempo t. Entao
dF
E=——.
dt
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Figura 13: A forca electromotriz num circuito em movimento num campo
magnético estatico.

Note que a direccao de ds corresponde com o sentido ao longo do circuito com
a regra da mao direita. O sinal que se obtem assim na relagao acima é referido
como a lei de Lenz: a forca electromotriz induzido no circuito é contrario ao
sentido da variacao do fluxo magnético através do circuito.

Consideremos agora um circuito fixo num campo magnético dependente do
tempo. O fluxo através do circuito dependerd também do tempo. Faraday de-
terminou que, também neste caso, ha uma forca electromotriz no circuito, e que
esta também ¢é igual a menos a variacao do fluxo magnético por unidade do
tempo. A primeira vista, isto é surpreendente, visto que nao pode haver uma
forga magnético sobre os elementos do circuito, uma vez que estes estao em re-
pouso. A tunica explicacao possivel é a existéncia de uma forga eléctrica sobre as
cargas no circuito: deve haver um campo eléctrico E, tal que

F _
5_%_.(177_}{E.d7?__g'
q dt
Como o circuito é fixo, temos

dF 0B -

— = —-dS
dt ot ’
e entao .
Foar—— [98 48
ot
Usando o teorema de Stokes, temos
S L OB -
E)-dS=— [ —-dS
/ (V> E) ot

sendo o integral em ambos os membros sobre a mesma superficie encerrada pelo
circuito. Como esse pode ser escolhido arbitrariamente, obtemos

. . 0B

VXxE=——,
ot
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a lei de Faraday na forma local. Esta lei é a generalizacao da lei VxE=0 que
¢é valida s6 no caso estatico.

6.2 As equacoes de Maxwell

Reunimos as identidades fundamentais que temos obtido até agora:

A lei de Coulomb: V-E = i
A lei de Ampere: VXB = uyJ
A auséncia do monopolos magnéticos: V-B = 0
A lei de Faraday: VxE = —%—?
A equagao de continuidade: V-J+ % =0

As primeiras trés equagoes sao derivadas de experiéncias feitas em situagoes esta-
cionarias. James Clerk Maxwell percebeu que a lei de Ampere nao é consistente
com a equagao de continuidade: uma vez que v - (ﬁ X é) = 0 é uma identi-
dade matematica, obtemos que V-J= 0; isto é somente correcto para situacoes
estacionarias. Maxwell propus que a lei de Ampere fosse modificada:

= —

Lei de Ampere modificada: V xB= + ,uof.

6—
Mooat

Assim, tomando a divergéncia, obtemos

- (ap + V- J)
ot
em concordancia com a lei de continuidade. O conjunto das leis de Coulomb,
Ampere (com modificacao), Faraday e a lei de Gauss para o campo magnético
chamam-se as equacoes de Mazwell. Estas leis, em combinagao com a lei da forca
de Lorentz, governam todos os fendmenos electromagnéticos na Natureza (no
nivel cldssico), incluindo os fendmenos de radiagao eléctromagnética (ondas de
luz, etc.). Note que a equagao de continuidade é uma consequéncia das equagoes

de Maxwell. As equacoes de Maxwell sao consistentes com a relatividade restrita
de Einstein.

6.3 Indutancia

Considere um circuito isolado. O fluxo magnético através do circuito depende
da geometria do circuito e proporcional a corrente, pela lei de Biot e Savart.
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Portanto, para um circuito estacionario e rigido, o fluxo sé pode variar se a
corrente mude. Entao:

d¥ _ dF dI

dt — dI " dt’
Definimos iF
L=
dl

como a auto-indutancia (incremental) do circuito. Uma vez que F é proporcional
com I, temos também

F=LI
A lei de Faraday para o circuito pode ser escrito como:
dl
E=—-L—.
dt

Para um sistema de dois circuitos ¢ e j, colocados na mesma regiao do espaco,
define-se a indutancia mutua pela variagao do fluxo no circuito ¢ causada pela
variacao da corrente no circuito j:

dF; = dF;
dl; © dl;’

Lij =
Uma vez que F;; é proporcional com [;, temos também
Fij = Lijl;
Para o fluxo total através do circuito i obtemos

Fo= Y Fy =3 Lyl
J J

E possivel obter uma expressao explicita para a indutancia mutua:

Fij = Lijl;

Mof j{ % dr; - dFj

L |TZ 7ﬂj|
Aqui B; é o campo magnético devido & corrente no circuito ¢, e I'; é o caminho
correspondente ao circuito 7. Assim, obtemos a formula de Neumann

_Mof}{ dr; - dr;
m Jrs Jry |7 =)
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6.4 A energia magnética

Considere um circuito com auto-indutancia L e resisténcia R, no qual é aplicado
uma forga electromotriz externa &. A aplicacao de & pode mudar a corrente no
circuito, e assim, induzir uma forga electromotriz £ pela lei de Faraday. Temos
pela lei de Ohm

S+ E=IR

O trabalho efectuado pela forca electromotriz externa para mover a carga dq =
I dt que passa pelo circuito no intervalo de tempo dt é

Eodqg = El dt = —ETdt + IPRdt = [ dF + [*Rdt.

O segundo termo no membro direito representa a conversao de energia eléctrica
em aquecimento na resisténcia (efeito de Joule). O primeiro termo representa
trabalho efectuado contra a forga electromotriz induzida no circuito, necessario
para alterar os campos magnéticos. Entao, este termo corresponde com a variagao
da energia magnética amarzenada no sistema:

AU, = IdF.

No caso de n circuitos acoplados teremos
= Z I; dF;.
i

Para os incrementos dF; temos

dF; = }: ”dI-_E:LUdQ.

Portanto para a variagao da energia magnética obtemos

]

2%
Uma vez que a energia magnética sera zero se as correntes sao zero, isto implica
que a energia magnética é
1
=52 Lylid;.
Z'7j

No caso de um circuito so,

1
U, =~-LI%
2

E possivel exprimir U, directamente em termos do campo magnético. Uti-
lizando a férmula de Neumann

U— I,u()?{]{dndr]
" Y NG
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Passando para a formulagdo com uma distribuicao continua pela substituicao
I dr— JdV, isto torna-se igual a

1U0 /
= = J0) T g
= g | R v

_ %/VA(F)-J(F)dV.

O volume V deve conter todos os circuitos (note que, assim, podemos suprimir
a soma sobre i e 7). Usando a lei de Ampere VxB= MoJ (supondo que temos
uma situagao estaciondaria) e a identidade

— -,

V-(AxB)=B-(VxA) —A-(VxB)
ficamos com

1o oe 1 )
-— | B. dVv — — (A x B)dV.
Uy 2MO/V (Vx Dyav = 5— [ V- (Ax Bav.

O segundo termo pode ser convertido com o teorema da divergéncia em
]_ — — —
e (Ax B)-dS
2#0 ov

com 0V a fronteira do volume. Escolhendo V uma esfera com raio R em volta
da regiao com as correntes, temos, para R grande, |A| ~ R™? e |B| ~ R™3 (termo
dipolar ¢ dominante). Sendo a &rea da esfera proporcional com R? o integral
tende para zero se R — oo. Em conclusao, sobera somente o primeiro termo, que
passa a ser

1 [ 5
=_— [ |BlaV
5 | 1P

(o integral é sobre todo espago).

7 Propriedades eléctricas da matéria

Num material isolador, é possivel que existe um campo eléctrico (médio) sem cor-
rente, uma vez que nao ha electroes livres que podem mover-se pelo material. No
entanto, o campo eléctrico puxa os ntcleos e os electroes em direcgoes contrarias,
pelo que havera um deslocamento relativo entre as cargas positivas e as cargas
negativas, que resulta num estado de polarizacao eléctrica.

7.1 O campo de polarizacao

Considere um material isolador com atomos neutrais em posicoes fixas R;. A
aplicacao de um campo eléctrico externo Ej provocara num deslocamento relativa
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entre nucleo e electroes, pelo que cada atomo vai adquirir um momento dipolar
p;. Para campos eléctricos fracos podemos esperar que p; sera proporcional com
o campo eléctrico em ﬁz o

]77; = 47T€()O./E0(Ri).
Aqui « é chamada a polarizabilidade atomica.

Vimos que o momento dipolar total de um sistema neutral nao depende da sua
posicao, pelo que o momento dipolar de um conjunto de atomos neutrais é igual a
soma dos momentos dipolares dos dtomos individuais. Seja N(7) a densidade de
numero de a&tomos no ponto 7 no isolador. Considere um volume 6V em volta do

ponto 7, pequeno mas macroscépico, de modo que o nimero de dtomos N (7)JV
em 6V é grande. O momento dipolar do volume 0V é

N(7)poV,
com g igual ao momento dipolar dos 4tomos em dV. Define-se o campo de polar-
12a¢a40 B
P(F) = N(")p.
Se o material é suficientemente difusa, podemos desprezar as interacoes entre os
dipolos em comparacao com o campo externo, de modo que

P(7) = AmegaN (F) E (7).

O momento dipolar de um volume arbitrario V' da matéria é

/v B(A)dv.

H& outros mecanismos microscépicos que a polarizabilidade atéomica que po-
dem resultar em contribuicoes ao campo de polarizabilidade, tal como materias
que consistem em ioes, ou em moléculas com dipolos permanentes.

7.2 A distribuicao de carga equivalente

Seja V um volume com campo de polarizagao ﬁ(r_’) Num pequeno subvolume 6V
no ponto ' o momento dipolar é p'= P(#)dV. Este momento dipolar contribuird
ao potencial electrostatico num outro ponto 7

1 p-(F=7)
dmey |F—73

O potencial electrostatico total no ponto 7 serd igual a soma das contribuigoes
dos dipolos em todo volume V:




Com a identidade

podemos escrever

:47T€g
Usando
> P(7) 5 o 1 " - 1
! _ / P - P —~ /
v (v—m) (¥ P0%) g )9 ()
obtemos
1o [ B 1 (V' P)
0 = o [ (o it f S
(") 41eg Vv (|F—F’|) v +47T€0 1% |7 — 7| v

1 /av (P() @ dS’+ 1 /V(—Wﬁ(m

Arreg |77 — 7| Arreg

Aqui 7 é um vector unitdria normal & fronteira do volume (tal que dS' = nds").
Comparando com a féormula geral

o — L [ oAV

dreg J |7 — |
vimos que o campo de polarizagao corresponde a densidade da carga equivalente
ppol(T) = =V - P.

Além disso hd uma densidade da carga superficial equivalente que reside na fron-
teira do volume:

Upol(F) =P -n.

De facto, nao é dificil compreender a origem desta tltima contribuicao. Con-
sidere um volume V' com polarizacao uniforme P. O vector de polarizacao pode
ser escrito como B

P=Np
(com N igual a densidade numérica atémica). Agora podemos representar o
momento dipolar atémica por duas cargas —q e ¢ separadas pelo vector de deslo-
camento d, tal que

7= qd.
Como a distribuicao dos dipolos é uniforme no volume V', a densidade das cargas
positivos p, = Ngq sera cancelada pel a densidade das cargas negativos p_ = —Ngq

em todo volume, com excepg¢ao nas fronteiras.
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Figura 14: A distribuicao de carga equivalente para um volume com polarizagao
uniforme.

Por exemplo, considere uma fronteira normal a P. Teremos uma camada com
espessura d com somente carga positiva (ver figura 7.2). Se a drea da camada ¢
A, a carga superficial nesta camada é

Q _ (dA)(Ng) 5

== VT Ngd= Nl|p|=|P| = P-h.
O pol A A qd |p |‘ n

7.3 O campo de deslocamento

A distribuicao de carga que corresponde a polarizacao do material terd que ser
tomada em conta nas equagoes (macroscopicas) de Maxwell. A densidade de
carga que entre na equagao de Coulomb é escrita como a soma da densidade de
carga de polarizacao, mais outras contribuigoes que indicamos por pyjyre:

p(7) = ppoi(T) + Puivre(T).-
Para a equacao de Coulomb (forma local) obtemos

—

= 0 iwre __»'ﬁ iwre

€0 €0

pelo que

. (GOE+ ]3) _ le’e.
€0

A combinacao

D=¢FE+P
¢é chamada o campo de deslocamento. Por construcao, a tinica fonte do campo D
é a carga livre:

V-D= Olivre
(forma local) e

D-dS = Qlivre,dentra
ov

(forma integral), sendo Quiyre dentro & carga livre dentro do volume V.
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7.4 A susceptibilidade eléctrica e a constante dieléctrica

Na maioria dos materiais isoladores, o campo de polarizacao é determinada
pelo campo eléctrico médio. Experimentalmente verifica-se que, para campos
eléctricos fracos, o campo de polarizacao depende linearmente do campo eléctrico.
Para materiais isotropicos a relacao é mais simples:

P(7) = epxe E(7)

com X, a susceptibilidade eléctrica, que depende do tipo de material; y. nao tem
dimensao fisica. Materiais para o qual esta relacao entre P e E é verdadeira
chamam-se dieléctricos (Faraday, 1838). H4 materiais com polarizagdo que nao
sao dieléctricos, por exemplo piezo-eléctricos (uma polarizacao é induzida por
uma pressao mecanica), ou cristais ferro-eléctricas (que tém uma polarizagao
espontanea abaixo de uma temperatura critica T, e)-

Para dieléctricos existe também uma relacao linear entre E e D:

l_j = EOE + ﬁ = EOE + EOXeE = eoerﬁ.

a constante €, = 1+, é chamada permitividade relativa ou a constante dieléctrica.
Normalmente €5 > 1.

7.5 A superficie de um isolador

Na secgao 7.2 vimos que na superficie de um isolador hé uma distribuiao de carga
superficial. A presenca desta carga implicarda uma descontinuidade do campo
eléctrico. Utilizando o método da secgao 2.9 (lei de Gauss) obtemos

- ~ o

Ey-n—FE -n=—,
€0

sendo E; o campo eléctrico justamente dentro do material, e Es 0 campo justa-
mente fora da superficie do material (1 é um vector unitario normal a superficie
que aponta para fora).

Utilizando o mesmo método para o campo de deslocamento, obtem-se

Dy -1t — Dy -1t = Oipre.

Consequentemente, se nao houver carga livre, o componente de D normal & su-
perficie é continuo. Lembremos que o componente tangencial de E é também
continuo.

No caso de nao haver carga livre, temos

V-P

€0

V. Fo-
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No caso de um dieléctrico uniforme, x. nao depende do ponto, e entao
(1+x;H)V-P =0,

o que implica p,,; = 0. Consequentemente, para dieléctricos uniformes, nao ha
carga de polarizacao no interior, s na superficie.

7.6 Dieléctricos em condensadores

Considere um condensador com placas paralelas em que o espaco entre as placas
¢é totalmente preenchido com um meio dieléctrico uniforme. Se as placas forem
carregadas, havera uma densidade de carga superficial +¢0 nas placas. Devido ao
campo eléctrico resultante, o dieléctrico ser’a polarizado, com a direccao de P
normal as placas. Logo havera uma densidade de carga superficial de polarizagao

Jpol:ﬁ~ﬁ:iP;

o sinal + aplica-se na superficie junto a placa com carga negativa, o sinal - na
superficie junto a placa com carga positiva. Por isto, a carga total junto a fronteira
entre as placas e o dieléctrico sera

Otot — :l:(O' — P)
e, consequentemente, o campo eléctrico no dieléctrico serd igual a

Otot g — P
E p— p—
€o €o

No dieléctrico, P = ¢yx.F, pelo que

E=2_\.E,
€0

ou o
E=—.
€EQEr
Este resultado pode ser obtido mais rapidamente usando o campo de desloca-
mento. Da secgao anterior temos que o valor de D sera igual densidade de carga
livre, ou
D =o.
Consequentemente, 5

o
F=—=—.
€o€r €0€r
Supondo que a distancia entre as placas é d e a area das placas A, a diferénca
de potencial V' entre as placas sera
od
V=FEd=——.

€o€r
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Para a capacidade do condensador obtemos

CQ _ EOET/4

V d ’

que difere do resultado em vacuo por um factor e,.

7.7 A energia electrostatica em matéria

Na presenca de matéria, a derivacao da energia electrostatica feita em secgao 2.5
para vacuo tem que ser revista.

Considere um condensador que consiste de (pelo menos) dois condutores, com
o espaco intermediario preenchido com matéria que pode ser polarizada. Se
transferirmos uma carga dg de um dos condutores a ® = 0 para o condutor com
® = V| a energia potencial serd aumentada por

oU =Viq
que pode ser reescrita como

SU = / D6odS = / oD - dS.

O integral é sobre a superficie do condutor a ® = V| mas pode ser extendido para
incluir as superficies a ® = 0 (sendo aquelas contribuigoes igual a zero). Aqui foi
usada a lei de Gauss para o campo 5, que tem como fonte a carga livre o nas
superficies dos condutores.

Podemos transformar o integral sobre as superficies para um integral sobre o
volume V entre os condutores, utilizando o teorema de Gauss (note que a direcgao
de dS acima é para dentro do volume V1):

SU = —/Vﬁ.(cﬁaﬁ)dv
_ _/Vﬁcp-(sﬁdV—/V@(ﬁ-(sﬁ)dv
_ /Vﬁ-aﬁdv.

Note que, nao havendo carga livre em V', V6D =0.
No caso de dieléctricos temos a relacao D = €pe,. E, de modo que

€o€r

2

Uma vez que U = 0 se E= 6, concluimos que

— — — — — — 1 — —
E-0D = e, B - 0F = “U3(E - E) = S8(E- D).
1 — —
U:f/E-DdV.
2 Jv

Note que o resultado derivado em seccao 2.13 para a energia de um conden-
sador (U = QV/2 = CV?/2 = Q?/(2C)) continua a ser vélido na presenca de
matéria.
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8 Propriedades magnéticas da matéria

Nesta seccao, consideramos os mecanismos fisicos que ocasionam as propriedades
magnéticas da matéria.

8.1 Materiais magnéticas

O movimento orbital dos electroes num atomo pode resultar num momento
magnético do atomo (igual a corrente vezes a drea da drbita). Além disso,
os electroes tém um momento magnético intrinsico. Muitas vezes, o momento
magnético total do dtomo (igual & soma das contribuigoes de todos os electroes
no atomo) é zero. No entanto, hd dtomos (e moléculas) em que o momento total
nao é zero, de modo que ficam com um momento magnético permanente. Num
gas que consiste destes atomos, as orientagoes dos momentos magnéticos serao
aleatorizadas pelo movimento térmico, nao havendo direccao preferida. Caso que
haja um campo magnético externo g, os momentos tencionam alinhar-se com
aquele campo (uma vez que, assim, a sua energia potencial é minimizada). Este
efeito chama-se paramagnetismo. Um cdlculo estatistico classico para dipolos com
magnitude p da para o momento magnético médio:

5 Mé
S €Yy
(supondo que p|B| < kT).

No efeito de paramagnetismo o momento magnético médio é proporcional
com o campo externo; logo o momento magnético médio é zero na auséncia de
um campo externo, devido ao efeito aleatérizando do movimento térmico. Para
temperaturas suficientemente baixas, o movimento térmico dos atomos diminui.
Em muitos cristais com atomos com momentos magnéticos permanentes existe
uma temperatura critica (a temperatura de Curie) abaixo do qual os momentos
magnéticos se alinham entre eles, mesmo na auséncia de um campo magnético
externo. Isto é devido a interaccao magnética entre momentos magnéticos viz-
inhos, que ¢é tal que a energia potencial ¢ minima com os momentos magnéticos
vizinhos alinhados. Este efeito chama-se ferromagnetismo. A temperatura de
Curie depende do material, e pode ser mais alta que a temperatura ambiente
(por exemplo, para ferro).

Expostos a introdugao de um campo magnético externo num material, os
electroes reagem no seu movimento orbital de acordo com a lei de Lenz, pro-
duzindo um momento magnético alinhado contrario ao campo magnético. Este
diamagnetismo existe em todos os atomos e moléculas, mas é normalmente muito
mais fraco que paramagnetismo, se este estiver presente. Logo, normalmente, ma-
terial que nao exibe paramagnetismo (ou ferromagnetismo) é diamagnético.
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8.2 Magnetizacao

Para qualquer tipo de matéria define-se o campo de magnetiza¢ao M (T) macroscopico
(sobre muitas distancias atémicas), de modo que o momento magnético total num
volume macroscopico V' é dado por

/V Vi (F)dV.

Note a analogia com a definicao do campo da polarizagao.

8.3 A distribuicao de corrente equivalente

Com cada distribuigdo macroscopica de magnétizacao M () corresponde uma dis-
tibuicdo macroscopica de corrente Jy,q4(7). Para determinar J,.,(7), lembremos
que o vector potencial que resulta da presenca de um momento magnético m
colocado na origem é

Identiﬁcando m com o momento magnético de um elemento de volume dV colo-
cado em 77, obtemos, utilizando o principio de sobreposicao,

47 |7 — 73

Utilizando a identidade

=/ M(F)
v (|F—F’

’):41 ‘(ﬁ’x]\?(?’))jhﬁ’( ! >><J\7[(ﬂ)

/v’ M) dv’+@/ —ﬁlfﬂ(mdvﬁ
|7 — 7| A Jyv |7 —

Agora é possivel mostrar a seguinte variacao do teorema da divergéncia

/(6xﬁ)dvz— Fxds
|4 ov

que permite reescrever

v ho [ M) xdS" pe [ VX M@)o,
A<F)_47r/av |7 — 7| +47r/v v
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Comparando com a solucao que derivamos no gauge de Coulomb
Y Ho j (F’) /
A(r) = — / ———dV",
(") A ) |7 — |

podemos identificar a seguinte densidade de corrente de magnetizagao:

- —

Imag =V X M
(que vem do segundo termo) bem como uma corrente de magnetizagao superficial
M xn
(aqui . é um vector unitéria normal a superficie do volume, direccionado para
fora, segundo dS = ndS) que vem do primeiro termo.
E necessario incluir a corrente de magnetizagao na lei de Ampere, junto com

qualquer corrente addicional Jy,,.. devido ao movimento de cargas livres que possa
haver. Assim, obtemos (numa situacdo estaciondria)

6 X B = NO(jl'iUre + jmag) = MO(jgivre + 6 X M)
Introduzindo o campo auxiliar
B
Ho

H=="-M

ficamos com a equagao S
V X H = Jijure
que inclui s6 a corrente livre no membro direito.

Comentdrio: Historicamente, o campo H chama-se “campo magnético”, e o
campo B “campo de inducao magnética”. Mesmo agora estes nomes sao utiliza-
dos frequentemente na literatura. Eles originam de um periodo em que a natureza
da magnetizacao em matéria era desconhecida.

8.4 A susceptibilidade magnética e a permeabilidade rel-
ativa
Nos casos de para- e diamagnetismo, verifica-se, para campos magnéticos fracos,

uma relacao linear entre a magnetizacao M e o campo magnético. Se a materia
¢ uniforme e isotropica, escrevemos

M(7) = xmH ()

em que Y (sem dimensao) é chamada a susceptibilidade magnética da matéria.
A utilizacao de H em vez de B no lado direito tem razoes historicas. Assim,

obtemos . . . .
B = po(H + M) = pop, H
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Ccom
Hr = 1+ Xm

a susceptibilidade relativa.

Em materiais solidos sem ides paramagnéticos, a susceptibilidade é tipica-
mente da ordem —107°. Em sistemas com ides paramagnéticos a temperatura
suficientemente alta é normalmente uma boa aproximacao o resultado classico

com T a temperatura absoluta e C' = Npuou?/3k, a lei de Curie. Para um sélido
com N ~ 102 m~2 obtemos x,, ~ 1072 para temperatura de ambiente.

Vimos que, para materiais nao-ferromagnéticos, ¢ uma boa aproximacgao tomar
e~ 1.

8.5 A energia magnética em matéria

Na presenca de matéria, a derivagao da energia magnética feita em seccao 6.4
para vacuo tem que ser revista.

Considere, entao, um sistema de circuitos com correntes livres na presenca de
matéria magnética. Temos outra vez para a variacao da energia magnética

6U = 3 187,

sendo I; a corrente livre nos circuito 7, e o fluxo F; através do circuito. A variagao
do ultimo ¢ igual a

5F, — /Siaé.c@
= /S_(ﬁxéff)-dg
_ é_aﬁ-df

de modo que

5U,, = qu{c 04 - dI.
Com as substituigoes 1 dl — JdV e i $c, — Jy obtén-se

5Um:/vf'5ffdv.

Utilizando a lei de Ampere (considerando casos semi-estéticos) J=VxHea
identidade

V- (6Ax H)=H-(Vx8§A)—6A-(V x H)
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obtemos

5Um:/ﬁ-(6x5ﬁ)dV—/S (64 ) - dS.
14 =0V

Tomando V igual a uma esfera com raio R, temos |A| oc 77! e |H| oc 772, de
modo que o segundo termo tende para zero se R — oo. Assim, obtemos

U = | d-sBav.
todo espacgo
No caso em que B= Moﬁbrﬁ , podemos integrar esta relagao, obtendo

Um:%/ﬁ-édv.
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