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Notas Prévias

Esta sebenta de exercicios juntamente com a matéria leccionada nas aulas teéricas formam
um todo, i.e., sao uma parte integrante do programa da disciplina e nao meramente um
conjunto de exercicios soltos.

Em relacao a resolucao dos exercicios que constam neste caderno, chama-se a atencao de
que, s6 tem sentido tentar resolvé-los, apés um estudo, cuidadoso, da matéria leccionada nas
aulas tedricas, tudo o resto, serd uma mera tentativa de resolucao mecénica dos exercicios,
sem qualquer fundamentacao.

O material contido nesta sebenta de exercicios, foi elaborado com base nas referéncias
[1, 2, 3, 4, 5] e de um conjunto de exercicios elaborados pelo préprio. De salientar, que
alguns destes exercicios, foram revistos por alguns dos meus colegas do Departamento de
Matematica com quem tenho trabalhado ao longo dos anos. A todos eles, os meus sinceros
e profundos agradecimentos.

N.B.: Na elaboracao desta sebenta, e dentro do possivel, houve o cuidado de se usar uma

escrita matemadtica rigorosa e uma simbologia o mais actualizada possivel, no entanto, pode

nao estar isenta de - apesar de involuntdrias - omissoes e incorreccoes'.

lapesar de se encontrar em permanente actualizagao, aceitam-se e agradecem-se sugestoes, comentérios
e correcgoes, de preferéncia, enviados para psemiao@ualg.pt.
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Notacoes e terminologia

Faremos uso dos seguintes simbolos para representar os conjuntos usuais:

0 o conjunto vazio
N={0,1,2,3,---} o conjunto dos nimeros naturais
Z={--,-2,-1,0,1,2,---} o conjunto dos nimeros inteiros

Q= {% ER:x€ZNyeZ\ {0}} o conjunto dos nimeros racionais

R o conjunto dos niimeros reais

C o conjunto dos niimeros complexos

Sendo X € {N,Z,Q,R}, representaremos por X-o, X>o € X, respectivamente, os
seguintes conjuntos:

Xsgi={xe X:z>0}
XZOI:{IGXZQIEO}
Xy ={reX: :z#0}.

Como exemplos, o conjunto
Reyg:={z€R:z>0}=10,+o0],

representa o conjunto dos niimeros reais nao negativos, enquanto que o conjunto
Ryp:={r €R:2#0} =R\ {0},

representa o conjunto de todos os niimeros reais, excepto o zero.
Faremos também uso do simbolo Cg, para representar o conjunto C\ {0}.

De um modo geral, o simbolo K representa um corpo qualquer e o simbolo
designar a igualdade de duas entidades por definicao.
Iremos representar por card(A) o cardinal do conjunto A. O simbolo ‘C’ representa uma
subestrutura de uma dada estrutura algébrica. Por exemplo, sendo M (resp., G) um mondide
(resp., grupo) e A um subconjunto de M (resp., GG), para abreviar a expressao ‘A é um
submonoide (resp., subgrupo) de M (resp., G)’, usamos o simbolismo A T M (resp., A C G).

“=" quer
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Tabela de Simbolos

yX
nj(X,Y)
Surj(X,Y)
Bij(X,Y)
Mor (G, H) (= Hom(G, H))
End(G)
Mono(G, H)
Epi(G, H)
Bim(G, H)
Sect(G, H)
Retr(G, H)
Iso(G, H)
Aut(G)
Emb(G, H)
Ul(G) (resp., Ua(G), U(G))
NG
P(Z)
(4) (resp., (4))
Idem (M)

o conjunto de todas as aplicagoes de X em Y

o conjunto de todas as aplicagoes injectivas de X em Y

o conjunto de todas as aplicagoes sobrejectivas de X em Y
o conjunto de todas as aplicagoes bijectivas de X em Y

o conjunto de todos os morfismos de G em H

o conjunto de todos os endomorfismos em G

o conjunto de todos os monomorfismos de G em H

o conjunto de todos os epimorfismos de G em H

o conjunto de todos os bimorfismos de G em H

o conjunto de todas as secgoes de G em H

o conjunto de todas as retracgoes de G em H

o conjunto de todos os isomorfismos de G em H

o conjunto de todos os automorfismos em G

o conjunto de todos os mergulhos de G em H

o conjunto de todos as unidades (esq., direitas, bilaterais) de G
N é subgrupo normal de G

o conjunto de todos os elementos primos de Z

o submondide (resp., subgrupo) gerado por A

o conjunto de todos os elementos idempotentes de M
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1. INTRODUCAO

1.1. Nocoes elementares sobre conjuntos e relacoes

1.1.1) Sejam X e Y conjuntos quaisquer. Mostre que se tem as seguintes propriedades:

a) 0 CX.
b) AC X < Aec P(X).
c) X CY = P(X)CP(Y).

1.1.2) Sejam X,Y e Z conjuntos quaisquer. Mostre que, a unido de conjuntos tem as seguintes
propriedades:

a) XU(YUuZ)=(XUY)uZ.
b) PUX =XUD=0.

c) XUY =Y UX.

d) XCY < XUY =Y.
e) XUX =X.

1.1.3) Sejam X,Y e Z conjuntos quaisquer. Mostre que, a intersecgdo de conjuntos tem as
seguintes propriedades:

a) XN(YNZ)=(XNY)NZ.
b) 0NX =XN0=0.

o) XNY =YnNX.

) XCY e XNY =X,

)

e) XNX=X.

1.1.4) Sejam X,Y e Z conjuntos quaisquer. Mostre que se tem as seguintes propriedades:
a) (XUY)NZ=(Xn2Z)u((YnZz).
b) (XNY)uZ=(XUZ)n(YUZ).
c) XNYYUuZ=XnNYUZ) < ZCX.
d) IxX=Xx0=0.

)

)

)

0
ACXANBCY <= AxBCXxY.

f) (XUY)xZ=(XxZ)U(Y x Z).
g) (XNY)xZ=(XxZ)Nn(Y x 2).

1.1.5) Seja p uma relacao de equivaléncia definida num conjunto A. Mostre que:

a) a definigao de relacao de equivaléncia é equivalente a ser formulada, pelas seguintes
condicoes:



1) IA - pP-
ii) pCpt.
iii) pop Cp.
b) p=p!, ou seja, i), ii) e iii) sao equivalentes a ter i), ii’) p = p~! e iii).

1.1.6) Sejam A um conjunto qualquer e p uma relagdo de equivaléncia definida em A.
Mostre que:

a) Yac€ A a € lal
b) Va,b€ A apb < [a] = [b].

c) As classes de equivaléncia de elementos de A formam uma partigao de A, ou seja,

)Vae A [a] #0.
ii) Va,be A [a] # [b] = [a] N [b] = 0.
i) Vvaec A U [a] = A.

a€A

1.1.7) Sejam A um conjunto qualquer e C := {A; C A:i € I} C P(A) uma partigao de A.
Entao existe uma relagao de equivaléncia em A tal que os elementos de C sao as classes
de equivaléncia dos elementos de A.

Sugestao: Considere a seguinte relagao, para todo o a,b € A

apb<—=Fie€l:(a€ A;NbEA).

1.1.8) Seja n € Z,y. Mostre que a relacao = definida para todo o a,b € Z por:
a=b(modn) <= Jke€Z:a+(-b)=k-n

¢ uma relacao de equivaléncia. Esta relacao ¢ a relacao usual de congruéncia dos
nimeros inteiros.

1.1.9) Sejam A, B C X. Mostre que a relagao p definida para todo o A, B € P(X) por:

ApB<—= ACBVBCA

é uma relagao reflexiva, simétrica mas nao transitiva.
1.1.10) Considere-se a relagao ~ definida para todo o elemento de N? por:
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c.

Mostre que ¢ uma relagdo de equivaléncia e diga o que ¢é [(a,b)]. Com esta relagao
define-se Z := X ¢ a classe de equivaléncia [(a, b)] chama-se niimero inteiro.

1.1.11) Seja A :={a,b,c,d, e} e consideremos as relagoes p;, i = 1,...,8 definidas em A.

a) Das relagoes seguintes, quais sao reflexivas, simétricas, transitivas e equivaléncias:

1) P1 = {(CL, b)’ (b7 a)’ (C’ d)’ (d’ C)}

2) py:={(a,0), (b, c),(a,c)}

3) ps:={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e e€),(a,b), (b, c)}.

4) py:={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e e)} (relagdo identidade).
) ps = {( ) b
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6) ps := {(a,a),(b,b),(c,c), (d,d), (e,e), (¢, d), (d, c)}.
7) p; =0 (relagdo vazia).

8) pg := A x A (relagdo universal).

b) Determine os seguintes conjuntos quociente A/p,, A/ps e A/ps.
1.1.12) Considere os conjuntos A := {a,b,c}, B :={d,e, f} e C :={g,h} e as relagoes:
R:={(a,d),(be),(c;d)} e S:={(d,g),(eh) (f h)}

definidas, respectivamente, em A x B e B x C. Determine S o R.

1.1.13) Sejam S := Z X Zyo e p := {((r,s), (t,u)) € S*:r-u=s-t}. Mostre que p é uma
relagao de equivaléncia em S.



1.2. Nocoes elementares sobre aplicacoes

1.2.1) Mostre que se f : X — Y & uma aplicacdo qualquer, entdo f induz as seguintes
aplicagoes:
a) [~ :P(X)—PY).
b) f~:PY)— P(X).

1.2.2) Sejam f: X — Y uma aplicagao, (4;);c; uma familia de subconjuntos de X e (B;);es
uma famfilia de subconjuntos de Y. Mostre que:

a) f(LeJIAi) = LEJIf(Az)

b) f(( A:) € N f(A).

el el

) U B) = U f7(B).

el iel

d) ST Bi) = N f7H(By).

iel iel
1.2.3) Sejam f: X — Y eg:Y — Z aplicagoes quaisquer:

a) Mostre que a composi¢ao de aplicagoes, g o f, € uma aplicagao.
b) Mostre que a composigao de aplicagoes injectivas, go f, € uma aplicagao injectiva.

c) Mostre que a composicao de aplicagbes sobrejectivas, g o f, € uma aplicagdo so-
brejectiva.

d) Mostre que a composicao de aplicagoes bijectivas, go f, é uma aplicacao bijectiva.
e) Se go f é uma aplicagdo sobrejectiva, entdo g é uma aplicacao sobrejectiva.

f) Se go f é uma aplicac@o injectiva, entdo f é uma aplicagao injectiva.
1.2.4) Seja f: X — Y uma aplicacao qualquer.
a) f € injectiva se, e s6 se, existe uma aplicagao g : Y — X tal que go f = idx.

(A g chama-se a inversa esquerda de f e diz-se que f é uma sec¢ao).

b) f & sobrejectiva se, e s6 se, existe g : Y — X tal que fog=idy.
(A g chama-se a inversa direita de f e diz-se que f é uma retraccio).

c) f é bijectiva se, e 86 se, existe g : Y — X tal que go f =idx A fog=idy.
(A g chama-se fungao inversa de f e diz-se que f é um isomorfismo).

d) Mostre que a aplicacdo inversa de f é tinica e, portanto, faz sentido representé-la
por f7lie, (f71:Y — X).

1.2.5) Seja f: X — Y uma aplicacao qualquer. Mostre que:

a) f é injectiva se, e s6 se, para todo o conjunto Z e para todo o par de aplicagoes
9,9 : Z — X as composicoes foge fog estao definidas, entao tem-se que:

fog=fod=9=4g"

(Uma aplicagao que verifique esta condigao diz-se um monomorfismo).



b) f é sobrejectiva se, e s6 se, para todo o conjunto Z e para todo o par de aplicagoes
9,9 Y — Z as composicoes go f e g’ o f estao definidas, entao tem-se que:

gof=gof=g=4g.
(Uma aplicagao que verifique esta condigao diz-se um epimorfismo).

1.2.6) Considere X e Y dois conjuntos quaisquer. O conjunto X diz-se equivalente ou equipo-
tente a Y e representa-se por X ~ Y se, e s6 se, existe uma aplicacao bijectiva de X
em Y. Mostre que a seguinte relagao:

X ~Y <= 3fecY¥: feBijX,Y)

¢ uma relagao de equivaléncia.

Diz-se que os conjuntos X, Y tem a mesma cardinalidade se

card(X) = card(Y) <= X ~ Y.

1.2.7) Sejam X e Y conjuntos quaisquer. Mostre que a relagao < definida por:

card(X) < card(Y) <= 3f € Y¥: f € Inj(X,Y)

¢ uma relagao de ordem parcial.

(Sugestao: Use o teorema de Schroder-Bernstein para conjuntos infinitos. Se tivermos
aplicacoes injectivas de X em Y e de Y em X, entdo card(X) = card(Y)).

1.2.8) Sejam X e Y conjuntos quaisquer e f : X — Y uma aplicagdo e considere a relacao
para todo xz,y € X

zppy == f(x) = f(y)-

Mostre que p; ¢ uma relagao de equivaléncia.

1.2.9) Considere uma relagao de equivaléncia p definida em X.

a) Mostre que existe uma aplicacao h : X — X/p sobrejectiva.

b) Considere uma aplicagao f : X — Y qualquer, tal que f é compativel com p, i.e.,

Ve,y e X xpy = f(z) = f(y).

Defina uma aplicacao g : % — Y, de modo que o diagrama
x_—h . X
f g
Y

seja comutativo, ou seja, go h = f.
c) Mostre ainda que, nestas condigdes, g é sobrejectiva se, e s6 se, f é sobrejectiva.

d) Mostre também que, f é bicompativel com p se, e s6 se, g € injectiva.



1.2.10) Seja f : X — Y uma aplicagdo que preserva as relagoes, ou seja,
Va,b € X apb = f(a)p' f(b).
Mostre que:

a) Existe uma tnica aplicacao f*: X/p — Y/p' tal que o seguinte diagrama

x X X
P

f fr
Y
Y Vy F

é comutativo. Diz-se que f* é a aplicacao induzida por f. Reciprocamente, se para
duas quaisquer aplicacoes f e f* o diagrama é comutativo, entao f é a aplicacao
que preserva a relagao e, f* é a aplicacao induzida por f.

b) Se f(a)p'f(b) = apb, entdo f* € Inj(X/p,Y/p').
c) Se f € Surj(X,Y), entdo f* € Surj(X/p,Y/p').
d) Sendo X =Y :=7Z,

p:={(a,d')€Z*:a=d (mod4)}, p:={(b,V)€Z: a=d (mod2)}

e f: X — Y uma aplicagao que preserva a relagao, definida por f(n) = n, entdo:

1) f([0],) = f~([2],) = [0],.
2) f*([1]4) = f*([3]4) = [1]2'



1.3. Nocoes elementares sobre niimeros inteiros

1.3.1) Mostre que para qualquer a, b, ¢ € Z se tem o seguinte:

1.3.2) Considere a,b,k € Z e x € Zy. Mostre que se verifica o seguinte:

a) ged(a,b) = ged(a, b+ ax).
b) ged(ka, kb) = k ged(a, b).
1.3.3) Determine o maximo divisor comum dos seguintes conjuntos e, exprima-o na forma
ged(a, b) = ax + by:
a) {167,389}.
b) {275,726}.
c) {242,758}.

1.3.4) Determine o menor inteiro  nao negativo tal que:

)

) z = 3312 (mod4).
c) x =26 (mod13).

) © =177 (mod38).

) z =111 (mod 109).

1.3.5) Considere a,b € Z e n € Zyy um elemento fixo. Mostre que sao equivalentes as
seguintes alineas:

a) a =b (modn);
b) n|a— b

c) a e b dao o mesmo resto, na divisao por n.

1.3.6) Considere a,b,a’,b',k € Z e n € Zy, um elemento fixo. Mostre que se verifica o

seguinte:
a) a=b (modn) = ka = kb (modn).
b) a=b (modn)Aa =b (modn) =a+d =b+ b (modn).
c) a=0b(modn)Ad =¥ (modn) = aa’ = bb' (modn).
d) a+k=b+k (modn) = a=> (modn).
e) ka=kb (modkn) = a =b (modn).



f) a=b(modn)Ad |n=a=b(modd).

1.3.7) Indique, para as seguintes relagOes, quais s@o possiveis, e para essas, determine a
respectiva solucao:

a) 2x =3 (mod4)

b) 3z =2 (mod4)

c) 62 =2 (mod4)

d) 10z = 14 (mod 15).

e) 10z = 14 (mod 18).
)



2. ESTRUTURAS ALGEBRICAS BASICAS

2.1. Grupdides, semigrupos e monéides

2.1.1) Diga se as relacoes a seguir indicadas sao operagoes bindrias de Z? em Z, onde o sfmbolo
“+7 (resp., “”) representa a adigao (resp., multiplicacdo) usuais em Z.

Em caso afirmativo, diga se a operacao é associativa ou comutativa e verifique se existe
elemento neutro (direito, esquerdo ou bilateral) e elementos invertiveis no respectivo
grupdide.

2.1.2) Dé um exemplo de:

a) Grupdide que nao seja associativo.

o

Semigrupo que nao seja comutativo.

¢) Grupdide que nao seja associativo nem comutativo.

o,

Mondide com elementos invertiveis.

— @

Grupo.

Grupdide nao associativo com elemento neutro e os elementos invertiveis.

o

)
)
)
) Semigrupo comutativo sem elemento neutro.
)
)
)

2.1.3) Seja X um conjunto qualquer. Mostre que (P(X);U,0) e (P(X);N, X) sdo mondides.

2.1.4) Seja P o conjunto dos pontos do plano e considere a relagdo que a cada par de pontos
de P associa o ponto médio do segmento por eles definido. Verifique que P com esta
operacao constitui um grupéide comutativo nao associativo.

2.1.5) Estude os seguintes grupdéides:

a) O conjunto {a,b, c,d} com a operagao definida pela seguinte tabela

*lal|blc|d
al|ld|b|b]|d
blc|d|b]|a
clalc|ala
d{bla|d]|c




2.1.6)

2.1.7)
2.1.8)

2.1.9)

2.1.10)

2.1.11)

2.1.12)

2.1.13)

2.1.14)

2.1.15)

2.1.16)

b) (N;%) com a *b:=a+ 2b, onde + é a soma usual em N.

c) (N;*) com a * b := a’.

d) (N;%) comaxb:=|a—b|

e) (Qxo;0) com afb:=a b, onde - é o produto usual em Q.

Seja A um grupéide. Mostre que se 14 € identidade esquerda e 1'; é identidade direita
(em A) entdao 14 = 1/, , portanto 1,4 é identidade unica de A.

Construa um grupéide com duas identidades direitas. Verifique se é semigrupo.
Seja (S5 ) um semigrupo. Mostre que:
a) Se ¢ valida a lei do corte a esquerda (resp., direita)
ab=ac=b=c (resp., ba = bc = b= c)
2

e a® = a, ent@o a é elemento neutro a esquerda (resp., direita) de S.

b) Existe um e um s6 idempotente em S, concretamente o elemento neutro.

Mostre que se (M;-,1)/) € um mondide e a € M tem um inverso direito e um inverso
esquerdo, entao estes coincidem.

Mostre que se (M;-,1,,) € um mondide e a € U(M), entao tem-se que:

a) Yb,c € M, ab=ac = b=c.

b) Qualquer das equagoes ax = b e ya = b com b € M, admite uma e uma s6 solugao.
Sejam M um mondide e a,b € U(M). Mostre que:

a) (ab)~!=b"ta t.

b) a e b comutam se, e s6 se, (ab)™t = a b1

Seja A um grupéide. Mostre que se verifica sempre uma e uma sé, das afirmacoes
seguintes:

a) A nao tem identidade esquerda nem direita.

b) A tem uma ou mais identidades direitas mas nenhuma identidade esquerda.

c) A tem uma ou mais identidades esquerdas mas nenhuma identidade direita.
)

d) A tem uma identidade e mais nenhuma (distinta) identidade esquerda ou direita.

Seja S um semigrupo finito. Mostre que S admite elemento neutro se, e s6 se, contém
um elemento simplificével.

Sejam S um semigrupo e a € S. Suponha que para esse elemento existe um elemento
b de S tal que ab = a. Prove que quaisquer que sejam t e v, elementos de S, a equacao
yt = v é soluvel, entao b é elemento neutro direito de S.

Seja M5, (K) o conjunto das matrizes de ordem n x n sobre o corpo K. Mostre que
(M, %n(K); -, I,,) € um mondide, onde - é o produto usual de matrizes.

Mostre que se (.S; ) é um semigrupo, entao qualquer seu subgrupéide é um semigrupo.

Conclua, analogamente para um semigrupo comutativo.

10



2.1.17) Seja (S;-) um semigrupo. Mostre que:

a) aS é um subsemigrupo de S.

b) se a um elemento idempotente de S tal que Vx € S, x = xa, entdo a é o elemento
neutro de asS.

2.1.18) Mostre que um subconjunto A C M é um submondide de um mondide (M-, 1y/) se, e
s6 se, verifica:

i) Ve,ye M :z,ye A=z -y € A;

2.1.19) Sejam M um monéide e A C M. O centralizador de A em M é definido por:
Cu(A) ={x e M:Vaec A, xa=az}.

Mostre que Cj/(A) é um submonéide de M. Quando A := M, chama-se o centro de
do mondide M e representa-se por Z(M).

11



2.2. Grupos

2.2.1) Suponha que S := {z,y, z,w} é um grupo com elemento neutro z. Verifique que para
cada uma das condig¢oes adicionais seguintes se tem uma tnica tabela de Cayley tal
que S é um grupo:

a) y? =z
b) ¥ =w
c) y*=zez?=x
d) ¥’ =zez?=y
2.2.2) Suponha que S := {a,b,c} é um grupo. Sé existe uma tinica maneira possivel de
“lalb]e
completar a seguinte tabela de Cayley Z b . Encontre-a.

2.2.3) Mostre que num grupo ¢ vélida a lei do corte.

2.2.4) (Critério de Dickson) Mostre que um semigrupo S é um grupo se, e sé se, verifica as
seguintes condicoes:

i) Existe um elemento neutro a direita de S, 1,.

ii) Qualquer que seja o elemento a € S, existe um elemento a’ € S tal que aa’ = 1,,
ou seja, a’ € o inverso direito relativamente a 1,.

2.2.5) (Critério de Weber-Huntington) Mostre que um semigrupo S é um grupo se, e sé se,
as equagoes, para todo o a,b € S, axr = b e ya = b sao soliveis.

2.2.6) Mostre que um semigrupo S é um grupo se, e s6 se, qualquer que seja o elemento
a€S,aS=Sa=2S5.

2.2.7) Prove que para qualquer grupo G a equagao axb = ¢ tem uma unica solugao, quaisquer
que sejam os elementos a,b,c € G.

2.2.8) Mostre que se G é um grupo e a,b € G sao tais que ab = b, entao a é o elemento neutro
do grupo.

2.2.9) Sejam G um grupo e a,b,c € G. Mostre que:

a) qualquer uma das igualdades seguintes implica as outras duas:

1) ab=¢;
2) a=cbl;
3) b=a"lc

b) ab = ¢ nao implica a = b~ 1c.
2.2.10) Mostre que todo o semigrupo finito em que é valida a lei do corte é um grupo (finito).

2.2.11) Sejam G um grupo e A C G. Mostre que, A C G se, e s6 se, verifica:

1) 1lg € A;
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i) Ve,ye G:x,yc A= x -y € A;
iii) VieG:re A= z' € A

2.2.12) Mostre que um semigrupo S com identidade 1g em que Vx € S, 22 = 15 é um grupo
abeliano.

2.2.13) Mostre que num grupo se b é o inverso direito (resp., esquerdo) de a entdo b* é o inverso
direito (resp., esquerdo) de a*.

2.2.14) Sejam G um grupo, A, B,C C G e considerem-se os seguintes subconjuntos:

A :={a'e€G:a€ A} (emnotagio aditiva— A :={-acG:ac A})

B™!.= {b_l € G:be B} (em notagdo aditiva— B :={-be G:be B}).
Mostre que:

a) (A-B)-C=A-(B-C) (em notagao aditiva (A+ B)+C = A+ (B + C)).
b) {lg} - A=A -{lg} = A (em notagao aditiva {0g} + A=A+ {0g} = A).
c) (A-B)™' = B7!1. A7! (em notagao aditiva —(A + B) = (—B) + (—A4)).

)

d) Ve e G,AC B=x-ACz B (emnotacao aditivaVz € G, AC B= {z}+AC
{z} + B).

e) Ve e G, {z}- A=A {2} < {2} -A- {2} = A (em notacdo aditiva {z} + A =
A+ {z} <= {2} + A+ (—{z}) = A).

f) A-G=G-A=G (em notagao aditiva A+ G =G+ A = G).
g) AC B= A" C B! (em notacao aditiva A C B= —A C —B).

Se A C @, entao:

a) A7 = A (em notagao aditiva —A = A).

b) Vo € G, ({z} - A" = A- {2} (em notacdo aditiva Vz € G, —({z} + A4) =
A+ (=A{z})).

c) A-A= A (em notagao aditiva A + A = A), em particular, Vo € A, {z}- A=A
(em notagao aditiva Vo € A, {z} + A= A).

2.2.15) Considere-se o grupdide (N;-), onde - é a multiplicagao usual e os seguintes subconjun-
tos de N:

A:={2}, B:={x € N:x édivisor de 6} e C := {x € N: z é miiltiplo de 6}.
a) Determine O - B e B - A, sendo O := {0}.

b) Dos conjuntos A, B,O - B e B - A quais sao partes estdveis de N para a mesma
operacao.

¢) Mostre que (C;-) é subgrupdide de (N;-) e escreva-o como produto de dois sub-
grupdides de (N;-).

2.2.16) Sejam (M-, 1) um mondide. Mostre que U(M) é um subgrupo do mondide M.

2.2.17) Mostre que um grupo G é abeliano se, e s6 se, Va,b € G, (ab)™! = a~ b1
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2.2.18) Sejam M; e M, mondides (resp., grupos), prove que:

a) (My x Ms;-, (1, 1ar,)) € um mondide (resp., grupo).
b) (M1 x Ms;+, (0p,,0h1,)) € um mondide (resp., grupo).

c) Generalize para My x My X -+ X M,.

2.2.19) Sejam A e B submondides (resp., subgrupos) de um mondéide M (resp., grupo). Mostre
que:

a) A x B é submondide (resp., subgrupo) de M x M.

)
b) AN B é submondide (resp., subgrupo) de M.
c) AU B é submondide (resp., subgrupo) de M se, e sé se, AC BV B C A.
)

d) AB (em notagao aditiva A + B) é submondide (resp., subgrupo) de M se, e s6 se,
AB = BA (em notagao aditiva A+ B = B+ A).
No caso particular de M ser abeliano, entao AB (em notagao aditiva A + B) é
submondide (resp., subgrupo) de M.

2.2.20) Seja X um conjunto qualquer. Mostre que (P(X); A,?) é um grupo abeliano, onde

AAB:=(A\B)UB\A)={zecX:2€ AUBAz¢ ANB}.

2.2.21) Sejam G um grupo, A € P,p(G) e o conjunto
gAg! = {gag_l €eG:ac A}

que se chama o conjugado direito de A em G. Mostre que gAg~! C G se, e s6 se,
ALCG.

2.2.22) Sejam G um grupo e A € P(G). Chama-se normalizador de A em G ao conjunto

Ng(A) :={z € G :zAz™" = A}.

Mostre que Ng(A) é um subgrupo de G.

2.2.23) Sejam AC K C G e x € G (fixo). Mostre que:

a) Ng(A) = Ng(A)NK.
b) Ng(xAz~') = xNg(A)z~ .

2.2.24) Considere o grupo GL,(K) := {4 € M,,(K) : A é invertivel}.

a) Mostre que GL,(K) é um grupo.

b) Determine todos os subsemigrupos préprios de G La(R).
a 0
00

GLs(R). Serd um submondide de GL2(R)? Justifique.

d) Mostre que SL,(K) C GL,(K), onde SL,(K) := {A € GL,(K) : det(A) =1} ¢é

um subgrupo de GL,(K).

e) Determine o centro do grupo GL,(K), i.e., Z(GL,(K)).

c) Verifique que o conjunto € Mo (R) :a € R} ¢ um subsemigrupo de
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2.2.25) Determine os subgrupos de:

a) Zg.
b) Ss.

2.2.26) Simplifique cada uma das seguintes expressoes em Zs:

a) [8] 4 [4].

b) [2] + [7]

c) [17] + [76]

d) [3] - [4].

e) 2] [-7].

f) [17] - [76]

g) (3] - [2]) + ([3] - [4])
h) 3] - ([2] + [4])-

Resolva o mesmo exercicio considerando as expressoes em Zg.

2.2.27) Construa as tabelas de Cayley de (Zs;+), (Zs;-), (Z4;+) e (Z4;-). Diga quais dos
grupdides em questao sao grupos.

2.2.28) Mostre que cada grupo Z,, é abeliano.

)

2.2.29) Verifique se (Z3 \ {[0]};-,[1]) e (Z4 \ {[0]};-,[1]) s@o grupos.

2.2.30) Mostre que (Z, \ {[0]};-,[1]) & grupo se, e s6 se, n é primo.
)

2.2.31) Considerem-se o par (a,b) € Rz x R e a aplicacao f(,p) : R — R definida da seguinte
forma f(ap) () = ax +b. Seja A := {f(mb) € R®: (a,b) € Ry x ]R}.

a) Mostre que (A;0) é um grupdide e verifique se é comutativo.

Determine U(A).
d) Diga, justificando, se (A4;o,idg) é um grupo.

)
b) Verifique se existe elemento neutro em (A4;o).
c)

)
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2.3. Morfismos entre estruturas algébricas

2.3.1) Indique, quais das seguintes aplicagbes sdo morfismos e, em cada caso afirmativo, de-
termine o respectivo nicleo e classifique o respectivo morfismo:

a) f:(Z;+) — (R;+) definida por f(x) := 3x.
b) f:(Z;+) — (R;-) definida por f(z) := 3z.
c) f:(R;+) — (Z;+) definida por f(z) :=
d) f:(Z;-) — (Z;-) definida por f(x) := 3.
e) f:(Z;-) — (N;-) definida por f(r) := z?
f) f:(R;-) — (Rsp;-) definida por f(x) :=
g) f:(Rso;-) — (Rs;-) definida por f(x) =
h) f:(Z;+) — (Z;+) definida por f(x) :=
i) f:(Q;+) — (Q;+) definida por f(z) :=x + 2.
i) 1 (Ryo;+) — (Ryo; +) definida por f(z) == |z|.
k) f:(Cr;+4) — (Ry;-) definida por f(z) := |2|*.
) f:(Ryo;+) — (Ryzo;+) definida por f(z) := —=x.
m) f:(Z;-) — (Z;-) definida por f(z):=2x + 1.
n) f:(Z;+) — (Z;%),onde x xy :=x+y — 1 e f & definida por f(x) := 2z + 1.
o) f:(R;a) = (R;+), onde zay :=2zy +z +y e f é definida por f(x) := 2z + 1.
p) [ :7Zg — Zs definida por f(ag) = @s.
a) f:Zia — Ziz definida por f([a],) = [a + 1],
)

=

[ (Rj+) — (Ryp;-) definida por f(z) := a®, sendo a € Ry um elemento
qualquer fixo.

s) f:(Rsp;-) — (R;+) definida por f(z) := In(z).

t) f:(Rygo;-) — ({—1,1};-) definida por f(z) := {

1 se >0
-1 se z<0°

2.3.2) Considere a relagao f : R — R definida por f(x) := 2% — 1.

a) Mostre que é uma aplicacao.

b) Defina duas operagoes bindrias o e § de modo que f seja um morfismo de (R; «)
para (R; 3).

c) Determine dois grupéides de modo que f seja um isomorfismo entre eles.
2.3.3) Considere a aplicagao f : C.y — Ry, definida por f (z) = |z|.

a) Mostre que f é um morfismo do grupo (C;-, 1) no grupo (Ryo; -, 1).
b) Determine explicitamente os elementos de Ker(f) e de Im(f).

c) Represente geometricamente os elementos de f~1({2}).

2.3.4) Sejam (G-, 1) um grupo e a relagdo f : G — G definida nas seguintes alineas por:
a) f(z) =21 b) f(z) = z*.

1) Verifique que f néo é, em geral, um morfismo de grupos.
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2) Estabelega uma condigao necesséria e suficiente para que f seja um morfismo
de grupos.

2.3.5) Seja St :={z€C:|z| =1}.

a) Mostre que S* é subgrupo de (Co; -, 1).

b) Verifique se a aplicagao f : (R;+,0) — (S';-,1), definida por f (z) = cisz ¢ um
morfismo de grupos.

c) Determine f~1({1}).

2.3.6) Considere o morfismo f : (ZG;+,5) — (93;0,id), tal que f (T6) = ( 123 )
a) Determine Ker (f).
b) Determine Im(f).

c) Sera possivel determinar um isomorfismo entre (Zg; +,ﬁ) e (S3;0,1d)?

2.3.7) Considere os conjuntos A := {1,2,3} e B := {a,b,c} e as operagoes 0 e § dadas pelas
tabelas seguintes:

011123 O al|blc
1({112]3 alb|c]|a
21231 °© cla|b
313|112 cla|b]c

Mostre que existe um isomorfismo entre os grupéides (4;6) e (B;6').

2.3.8) Sejam (G;*,1¢g), (G5, 1), (G";6,1gn) grupose, f : G — G' e g : G' — G” morfismos
de grupos.

a) Mostre que g o f é um morfismo de grupos.

b) Mostre que, se f e g sdo isomorfismos, entdao g o f é um isomorfismo.

2.3.9) Sejam (M, d) e (M',d') dois espagos métricos. Uma isometria é uma aplicacao bijectiva
f: M — M tal que
d'(f(x), f(y)) = d(z,y).

a) Mostre que o conjunto de todas as isometrias em M, i.e.,
Isom(M) := {f € MM : f & uma isometria}

€ um grupo.

b) Sejam agora X € Py(M). Mostre que o conjunto de todas as isometrias que
deixam o conjunto X fixo

Su(X) = {f € Tsom(M) : f(X) = X}

é um subgrupo de Isom(M). A este grupo, chama-se o grupo da simetria de X
em relacao ao espago métrico M.

2.3.10) Sejam X # () um conjunto qualquer e considere o conjunto X*X. Mostre que:

a) (X%;o0,idyx) é um mondide.

b) Sym(X) é um grupo.
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2.3.11) Sejam X um conjunto qualquer e M (resp., G) um mondide (resp., um grupo). Mostre
que:
a) (MX;- ¢;,,) ¢ um mondide.

b) (G¥;-, c1.) é um grupo.
2.3.12) Sejam M, N mondides (resp., grupos). Mostre que:

a) (NM;- c;,) € um mondide (resp., grupo).

b) Se N é comutativo, entdo (Mor(M, N); -, ¢, ) € um submondide (resp., subgrupo)
de NM. Conclua que, Mor(M, N) é comutativo.

c¢) Sendo M comutativo, entdo (End(M);-, c1,,) (resp., Aut(M)) é um mondide (re-
Sp., grupo) comutativo.

2.3.13) Seja M um mondide (resp., grupo). Mostre que (End(M); o,idys) (resp., (Aut(M); o,idyy))

é um mondide (resp., grupo).
2.3.14) Considere a aplicagdo f : Ny — {0,1} definida por:

123 4 -+ 2k—-1 2k
010 -

1 0 “:>,0ndek‘€N¢0.

a) Mostre que Va,b € N, f(ab) = f(a)f (D).
b) Serd f um isomorfismo entre os grupéides (No;-) e ({0,1};-)?

2.3.15) Sejam S e T grupdides (resp., semigrupos) e f € Mor(S,T). Mostre que:

a) Se a ¢ um idempotente em S, entdao f(a) ¢ um idempotente em 7.

b) Se A é um subgrupdide (resp., subsemigrupo) de S, entao f(A) é um subgrupéide
(resp., subsemigrupo) de T

c) Se B é um subgrupéide (resp., subsemigrupo) de T, entao f~!(B) é um sub-
grupéide (resp., subsemigrupo) de S.

d) Se 1g for o elemento neutro de S, indique condigbes para que f(1g) seja o elemento
neutro de 7.

2.3.16) Sejam (G-, 1¢g), (G, 1¢) grupos e f : G — G’ um morfismo de grupos. Prove que:

a (1g) = 1G’

) f

b) Ya€ G, f(a™)=(f(a)

c) Vn€Z Ya€ G, f(a") =

d) Se AC G, entao f(A) C
) '

(f (a))". Em particular, f(a™!) = (f(a))™*
G'. Em particular, conclua que Im(f) C G'.
C

e) Se BC G, entao f~' (B) C G. Em particular, conclua que Ker(f) C G.

2.3.17) Sejam (Z;-,1) o mondide dos inteiros e f : (Z;-,1) — (Z;-,1) uma aplicacao definida
por Vz € Z, f(z) = 0. Mostre que Vx,y € Z, f(zy) = f(z )f( ) mas que f nao é um
morfismo de mondides.

2.3.18) Dado um grupo G, considere a familia de aplicagoes (ag)geG, onde o, : G — G &
definida por o,(z) := gzg~!. Verifique se:
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a) Para todo o g, 04 € Aut(G) (automorfismo interno direito de G).
O conjunto de todos os automorfismos internos direitos representa-se por Inn,(G).

b) (Inn,(G);o0,idg) é€ um subgrupo de (Aut(G);o,idg).

c) Verifique que a aplicacao f : G — Aut(G) definida por f(g) := o, ¢ um morfismo
e tal que Ker(f) = Z(G) e Im(f) = Inn,(G).

2.3.19) Sejam G,G’,G” grupo e fo, f1, f2, f3 morfismos tais que:
oy e g B oy
e Im(f;) = Ker(fi4+1),9=0,1,2.

a) Mostre que f; ¢ um morfismo injectivo.

b) Mostre que f, é um morfismo sobrejectivo.
2.3.20) Sejam G um grupo, f € Aut(G). Mostre que f(Z(G)) C Z(G).
2.3.21) Sejam f : G — H um morfismo, A C G e B C H. Mostre que:
a) Se f(A) = B, entao f~(B) = AKer(f).
b) Se f~}(B) = A, entao f(A) = BN Im(f).
2.3.22) (Teorema de Cayley) Seja (M;-, 1)/) um mondide (resp., grupo). Mostre que:

a) todo o monéide é isomorfo a um submondide de (M*;o0,idy,).
b) todo o grupo M é isomorfo a um subgrupo de Sym(M).
c¢) todo o grupo finito de ordem n é isomorfo a um subgrupo do grupo S,,.
2.3.23) Sejam G1, Gy, G3, Gy grupos, f € Mor(Gy,Gs) e g € Mor(Gs, G3) morfismos. Mostre
que:

a) Ker(go f) = f~'(Ker(g)) e Im(g o f) = g(Im(f)).

b) se o diagrama

Gy Gs
h g
Gy i Gs

¢ comutativo se h € Surj(G1,Gy) e g € Inj(Gs.G3), entao Im(f) = g~ '(Im(j)) e
Ker(j) = h(Ker(f)).
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2.4. Estruturas geradas e monogénicas
2.4.1) Sejam G um grupo e X C G. Mostre que:
a) O conjunto gerado por X
X) = {1g,x1i1332i1 ----- rHeGineX, ;e X i=1,...,n,n¢ Nﬂ)}

forma um subgrupo de G.
b) X C (X).
c) VALG: X CA= (X) C A

2.4.2) Sejam G um grupo e A, B C G. Mostre que:

)
b) () = {1le}

c) Se AC G, (A) = A. Em particular, ({1g}) = {1g} e (G) =
d) Se AC BC(A) — (A) =(B)

2.4.3) Seja C :={1,2,3} C N. Construa o grupo simétrico de C' (escreva a tabela de Cayley).
Determine todos os subgrupos de Sym(C) e diga qual a cardinalidade minima dos
conjuntos de geradores dele.

2.4.4) Sejam G um grupo, X € Py(G) e (A;)ier € Sub(G)! tais que Vi € I, A; C X. O
interior de X em G é definido por

Corg(X < U A>
AzEI

iC

Mostre que:

a) Corg(X) é um subgrupo de G.
b) Se AC G tal que Vi € I, A; C A, entdo

Corg(A < U A > =949

1] geqG

2.4.5) Sejam A, B C G. Mostre que:
<AUB> = {albl&gbg' e apb, € Ga; € A,bj € B,i,j GN}
Se A, B C GG poder-se-ia dizer o mesmo? Justifique.

2.4.6) Sejam G um grupo e A, B C G tais que AB = BA. Prove que (AU B) = AB.

2.4.7) Sejam f: G — H um morfismo de grupos e G = (X). Mostre que:

a) f((X)) = (f(X)).
b) Se f € Surj(G, H), entao f((X)) = H.
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2.4.8)

2.4.9)

2.4.10)

2.4.11)

2.4.12)

2.4.13)
2.4.14)

2.4.15)

2.4.16)
2.4.17)

2.4.18)

2.4.19)

Sejam GG um grupo e a € G.

a) Mostre que se existem r,s € Z com r # s tais que a” = a®, entao existe 0 menor
inteiro positivo n, tal que a™ = 1. A esse elemento (se existe) chama-se a ordem
de a, e representa-se por ord(a). Se tal elemento nao existe entdo diz-se que a
ordem de a é infinita.

b) Sejam t € Z e ord(a) = n, entdo tem-se que, a' = e <= n | t.

Determine a ordem de cada elemento no respectivo grupo:

a) (S3;0,id).
b) (S4;0,id).
c) (Zs;+,0).
d) (Ze;+,0).
e) (Za;-1).

Seja G um grupo abeliano. Mostre que:

a) Se a,b € G tais que ord(a) = n e ord(b)

b) Se G nao ¢ abeliano o resultado anterior pode nao se verificar.

123\ (123
¢ =13 921 )

2 1 3
Seja GG um grupo abeliano. Prove que o subconjunto F', dos seus elementos de ordem
finita ¢ um subgrupo de G. Se G nao fosse abeliano F' seria subgrupo de G7 Justifique.

= m, entao (ab)™" = 1g.

Sugestao: Considere em Ss3, a := <

Sejam G um grupo e a um seu elemento de ordem finita. Mostre que a ord(a)
ord(a™1).

Construa a tabela de Cayley para um grupo G := {a) com a # 1g e a® = 1.

Considere o subconjunto A := {1, -1, —i,i} C C.

a) Mostre que (A4;-,
b) Verifique se (A4;-,
¢) Indique os subgrupos de (4;-,1).

1) é um grupo abeliano.

1) é ciclico e, em caso afirmativo, indique os seus geradores.

Prove que um elemento diferente do elemento neutro de um grupo tem ordem 2 se, e
s6 se, € igual ao inverso de si préprio.

Dado um grupo ciclico G = (a) de ordem 10, indique todos os subgrupos de G.

56

{a) um grupo tal que a®® = a™.

Seja G :=

a) Supondo a # 1g, qual é a ordem de G.

76

b) Se fosse a’® = a™ qual seria a ordem de G.

Mostre que se G é um grupo finito de ordem n, qualquer que seja o elemento a € G
tem-se que a” = 1g.

Verifique que Zq5 tem um subgrupo de ordem k para cada divisor k, de 12.
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2.4.20)

2.4.21)

2.4.22)

2.4.23)
2.4.24)

2.4.25)

2.4.26)

2.4.27)

2.4.28)

2.4.29)

2.4.30)
2.4.31)

Seja G um grupo ciclico gerado por a tal que a?! = af.

a) Que pode concluir quanto a ordem de G7

b) Qual a ordem do subgrupo gerado por a’?
Sejan = pi'py? .- ple a ordem dum grupo ciclico, em que, p1, pa, ..., ps € P(Z) e sdo
distintos. Verificar que a é sempre o produto de s elementos do grupo ciclico, cujas
ordens sao pi', py’, ..., pLe, respectivamente.
Sejam M, M’ mondides, X um conjunto de geradores de M e f,g € Mor(M, M').

Mostre que se Vz € X, f(x) = g(x), entdo f = g.
Mostre que um grupo ciclico infinito tem exactamente dois geradores.

Seja G um grupo ciclico finito de ordem n, gerado por z. Mostre que (z*) = G se, e
s6 se, k é primo com n.

Seja M um mondide gerado pelo subconjunto X e suponha-se que todo o elemento de
X é invertivel (em M). Mostre que:

a) M é um grupo.
b) Se separar-mos os elementos inversos num conjunto X’ disjunto de X, entdao M =
(XUX).
Sejam GG um grupo ciclico, S um grupéide e f € Surj(G, S). Mostre que:
a) S também é um grupo ciclico.

b) Se G é finito a ordem de S divide a ordem de G.

Seja G um grupo ciclico de ordem n. Mostre que existe uma aplica¢ao bijectiva entre
os subgrupos de G e os divisores positivos de n.

Mostre que:

a) Cada grupo ciclico de ordem finita n é isomorfo ao grupo multiplicativo das n
raizes de 1, em C.

b) Cada grupo ciclico infinito é isomorfo a Z.
Sejam G um grupo ciclico, ACG e f € End(G). Mostre que:

a) f(A) C A
b) Se G = (a), entao f € Aut(G) se, e s6 se, (f(a)) = G.

Dois grupos ciclicos sao isomorfos se, e sé se, tiverem a mesma ordem.

Seja G um grupo ciclico de ordem 15. Qual o nimero de geradores de G? Quantos
automorfismos hd de G em G?
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2.5.

2.5.1)

2.5.2)

2.5.3)

2.5.4)

2.5.5)

2.5.6)

2.5.7)

Relagoes de congruéncia. Coconjuntos

Mostre que a relacao bindria p definida no conjunto de todos os subgrupéides do
grupdide S, por
ApB <= A= B

¢ uma relac@o de equivaléncia em Sub(S).

Prove que se A C G as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) z7ly € A,
i) A = yA.
Sejam GG um grupo e A C (. Mostre que qualquer que seja = € G,

card(A) = card(Az) = card(zA).
Defina-se uma relagao de equivaléncia em Z do seguinte modo:
a~bea,beZoyVabe L.

Verifique que ficam determinadas duas classes de equivaléncia [—1] e [0]. Do conjunto
{[—1],[0]}* para {[—1],[0]} defina uma operagio binaria + tal que

[a] 4+ [b] :== [a + D]

por analogia com a definicao de + em Z,. Mostre que + assim definida nao é uma
operagao bindria em Z/ ~.

Seja S um semigrupo em que é vdlida a lei do corte e com elemento neutro. Sejam
X C S e p uma relagao bindria em S definida por:

apb <= b € aX.
Mostre que p é uma relacao de congruéncia se, e sé se, X for um subgrupo tal que

Va e S, Xa CaX.

Sejam S um semigrupo e R uma relagao de equivaléncia em S. Defina-se
R¢:={(a,b) € S x S :Vr,y €S, (ray,zby) € R} .
Mostre que:

a) R°C R.

b)

c) R° é uma relacdo de congruéncia.
)

d

R¢ é uma relacao de equivaléncia.

Se p é uma relagao de congruéncia tal que p C R, entao p C R°.
Determine as classes associadas direitas de:

a) ([4]) em Zs.
b) <[3]> em Zlg.
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2.5.8) Sejam G um grupo, A C G e a relagao bindria ~ definida em G por:
T~y <=y lzc A
Mostre que é uma relacao de equivaléncia em G.
2.5.9) Sejam G :=S3e A:=((1 3)).

a) Determine as classes associadas direitas de A em G.
b) Determine as classes associadas esquerdas de A em G.

c¢) Verifique que a colecgao das classes associadas direitas é diferente da das esquer-
das.

2.5.10) Em Sj calcule:

a) As classes associadas direitas e esquerdas de (( 1 2 3)).

b) Verifique que para cada elemento o de S3 a classe associada direita a qual o
pertence é a mesma que a classe associada esquerda a qual o pertence.

2.5.11) Determine, nos respectivos grupos:

a) [Zio: ([2])]-

b) [S5:((1 2))].
c) [Sa:((1 2 3))].
d) [Zao = ([12], [20])]

2.5.12) Prove que se A é um subgrupo de G tal que [G : A] = 2 e = e y sdo elementos de G
mas nao de A, entao xy € A.

2.5.13) Prove que se A e B sao subgrupos finitos de um grupo G e card(A) e card(B) nao tem
factores comuns além de um, entdao AN B = {1g}.

2.5.14) Determine os elementos do subgrupo A:=((1 2 3 ),(1 2)( 3 4 )) de Sy e veri-
fique que card(A) = 12 e que A nao tem subgrupos de ordem 6.

2.5.15) Sejam G um grupo finito e A um seu subgrupo. Mostre que a ordem de A divide a
ordem de G.
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2.6. Estruturas normais. Estruturas quociente

2.6.1) Mostre que para um subgrupo A de G sao equivalentes as seguintes afirmagoes:

a) AQG.
b) Vz € G, zA = Ax.

c) Vr,y € G, tAyA C zyA.
d) Vx,y € G, xAyA = xyA.
e) Vo € G, rAz~! C A.

)

f) Vz € G, zAz~! = A.

2.6.2) Sejam G, H grupos e f € Mor(G, H). Mostre que:

a) Ker(f) <G.

b) Se f € Surj(G, H), entao Im(f) < H.

c) Se A<D G entao f(A)D Im(f).

d) Se AJG e f e Surj(G,H), entao f(A) < H.
)

e) Se B< H, entao f~}(B) <G.

2.6.3) Sejam G um grupo e Z(G) o seu centro. Mostre que Z(G) < G.

2.6.4) Mostre que SL,(K) QGL,(K). Como Z(GL,(K)) < GL,(K) e Z(SL,(K)) < SL,(K)
define-se o grupo linear projectivo por:

GL,(K)
PGL,(K) := ————,
G = ZiaL,®)
e o grupo linear projectivo especial por:
SLy(K)
PSL,(K) = ———.
S (5L, )

2.6.5) Dado um grupo G finito, mostre que todo o seu subgrupo A de G de indice 2, é um
subgrupo normal de G.

2.6.6) Sejam G um grupo, N, K 4G, X C G, (A;),.; € Nor(G)! e g € G. Mostre que:

a) NN K < G. Generalize (4;),.; € Nor(G)".
b) NK <G.

c) (NUK) <G.

)

d) (9Xg™') < G, que é o fecho normal de X em G é um subgrupo normal que contém
X.

e) Corg(X) = < U A >
el
A;4G
ACX
2.6.7) Sejam G um grupo e X C G. Mostre que:

a) Vg€ G, gXg ' C X, entao X C (X) <G.
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b) <U ngl> <G.

geG

c) < U ng‘1> = (X).

geG

2.6.8) Sejam G um grupo, N, K < G e o elemento neutro é o tnico elemento comum a
estes dois subgrupos. Mostre que os elementos de cada um dos subgrupos N e K sao
permutéveis com os elementos do outro.

2.6.9) Sejam G um grupo, AC G e N I G. Mostre que AN N < A.
2.6.10) Sejam G um grupo e N, K C G tais que K <IN <G. Mostre que Vg € G, gKg~' < N.
2.6.11) Sejam G um grupo e A, N C G tais que N < A. Mostre que:

a) Paratodoo KC G, NN K JANK.
b) Para todoo P I G, NP 1 AP.

2.6.12) Sejam G um grupo e a € G. Um elemento b € G diz-se o conjugado direito de a, se
existe um elemento x € G tal que b = zaz~!. Verifique que:

a) A relagao conjugado direito, é uma relagdo de equivaléncia em G.

b) Um subgrupo A de G é saturado para esta relagao se, e s6 se, A JG.
(Nota: Sejam C' um conjunto, p uma relagao de equivaléncia definida em C' e C/p
o respectivo conjunto quociente. Diz-se que uma parte A de C' é saturada para a
relagdo p se, e s6 se, sempre que x € A, [z] C A.)

2.6.13) Sejam G um grupo e A = G. Mostre que:

b) Ng(A) é o maior subgrupo de G no qual A é normal.

2.6.14) Sejam G um grupo e A C G. Diz-se que A é normal maximal em G se A I G, A # G
e nao existe A’ I G, tal que A C A" C G. Mostre que:

a) A é normal maximal em G se, e s6 se, G/A é um grupo simples.

b) Se A; e A, sdo subgrupos normais maximais distintos, entao A1 4; = G e A; N A,
é normal maximal em A; e em A,.

2.6.15) Prove que V := {id,(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} é um sub-
grupo normal de Sy. Indique um grupo isomorfo a Sy /V'.

2.6.16) Mostre que dado um grupo quociente GG/H os subgrupos de G/H sao exactamente os
grupos A/H em que A é subgrupo de G e contém H.

2.6.17) Mostre que para qualquer grupo quociente GG/N os seus subgrupos normais sao exac-
tamente os grupos quociente K/N em que K < G e que contém N.

2.6.18) Sejam G um grupo e N < G. Prove que G/N é abeliano se, e s6 se, Va,b € G
aba='b~! € N.
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2.6.19) Sejam G, H grupos, B H e f € Surj(G, H). Prove que, se A:={g € G: f(g) € B},
entao A < G.

2.6.20) Sejam G um grupo e o, € Inn,(G). Entao, tem-se que:

a) para todo o f € Aut(G), foogo [ =0y,
b) Inn,.(G) < Aut(G).

2.6.21) Sejam M, M’ grupos abelianos e f € Mor(M, M'). Mostre que:

a) Coker(f):= M'/Im(f) é um grupo abeliano.
b) Coim(f) := M/ Ker(f) é um grupo abeliano.

2.6.22) Sejam M, M’ grupos abelianos e f € Mor(M, M') e considere-se a relacdo g : M —
Coker(f) definida por g(z) := [z]. Mostre que:

a) g € Mor(M, M’).
b) Se f € Surj(M, M’), entao g € Surj(M, M').

2.6.23) Sejam M, M’ grupos abelianos e f € Mor(M, M') e considere-se a relagao k : Ker(f) —
M’ definida por k(z) := f(z). Mostre que:

a) k€ Mor(M,M").
b) Se f € Inj(M, M'), entao k € Inj(M, M").
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2.7. Teoremas do isomorfismo
2.7.1) Sejam G, G’ grupos e g € Surj(G,G’). Suponhamos que N <G e Ker(g) C N.

a) Mostre que:
1) g(N):=N'<G'.
2) g Y(N') = N.
b) Considere a aplicacao f : G — G'/N’ tal que para cada x € G, f(z) := [g(x)] -
Verifique que:

1) f é um morfismo sobrejectivo de G em G'/N'.
2) G/N = G'/N' (1.° Teorema do isomorfismo).

2.7.2) Sejam G um grupo e A, N subgrupos invariantes de G tais que A C N.

a) Sendo v4 e vy os morfismos sobrejectivos candnicos associados a A e a N, respecti-
vamente. Mostre que existe um morfismo sobrejectivo de grupos h : G/A — G/N
tal que hovy = vy.

b) Verifique que Ker(h) = N/A e conclua que G/N = g—?ﬁ (Corolario do 1.2 Teorema

do isomorfismo).
2.7.3) Sejam G um grupo, A, K C G e K JG.

a) Mostre que AK C G.
b) Mostre que K < AK.

c) Considere a aplicagao f : A — (AK)/K tal que para cada a € A, f(a) := [a] -
Verifique que:

AK

1) f & um morfismo sobrejectivo de A em <.

2) ANAK(

yTYe 2.° teorema do isomorfismo).

2.7.4) Sejam G1,G9 grupos, N1 <G e Ny < Gs.

a) Se N; = Ny, ter-se-d4 que G1/N; = G5/N5? E nas mesmas condigoes, mas sendo
G = G1 = G, serd que se tem G/N; = G/Ny?

b) Se N1<]G1, N2<]G2, Nl N2 eGl/Nl GQ/NQ ter-se-4 que Gl G2

c) Se N1 4Gy, Ny <Gy, Gp = Gy e G1/Ny = G5 /Ns ter-se-4 que N; = Ny? E nas
mesmas condicoes, mas sendo G = G = G, serd que se tem N; = N7

2.7.5) Use o teorema do homomorfismo para mostrar que se G ¢ um grupo qualquer com
elemento neutro 1g, entdo G/ {lg} = G

2.7.6) Mostre que se G1, G5 sdo grupos e G1 X {1g,} <Gy x Go, entado % -~
1X Go

2.7.7) Mostre que Zg/([3]) = Zs.

2.7.9) Seja G um grupo. Mostre que G/Z(G) = Inn,.(G).

)
2.7.8) Sejam G um grupo, AC G, NIG, ANN = {1g} e AUN = G. Mostre que G/N = A.
)
2.7.10)

Sejam GG um grupo, Hq, Hy, K1, K5 C G tais que K; < Hy e Ky < Hy. Mostre que:

28



a) (Lema da borboleta) (H; N K3) Ky < (Hy N Hy) K.
b) (K, N Ha)Ks < (Hy N Hy) K.

)
)
C) (K1 N H2)(H1 N KQ) S] H1 N HQ.
d) (HiNH2)-K1 ~ (H1NH2)K>

Conclua que, R R = (RiPEIK. "
Este resultado usa-se no teorema do refinamento de Otto Schreier (1901-1929)
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2.8. Estruturas actuando sobre conjuntos

2.8.1) Sejam G um grupo, X # () um conjunto qualquer e o morfismo f : G — Sym(X),
definido por f(a) := f,. Mostre que, f, € Bij(X, X) se, e s6 se, se tem a condi¢ao
f(lg) = idx.

2.8.2) Sejam G um grupo e considere X := . Mostre que:

a) G actua a esquerda sobre GG, se definirmos para todoo g€ G,z € X, gr : =g -z
(esta acgdo chama-se acgao de G em si préprio por multiplicagoes esquerdas).

b) G actua a direita em G, considerando gz := zg~1.

c) G actua a esquerda em G por conjugacgao direita, i.e., a acgao esquerda de G em
G é definida por, gz := grg—'.

d) o micleo da acgao por conjugacao direita é o centro do grupo.

2.8.3) Sejam G um grupo finito e A € Sub(G). Mostre que, com a ac¢ao esquerda gA =
gAg™', G actua em Sub(QG).

2.8.4) Sejam ¢ X um G-conjunto e X C (. Considere o conjunto
Stab(X):={ge G:Vx € X gr=rx}.
Mostre que:

a) Stab(X) é um subgrupo de G.
b) se X := G e, actua por conjugacao direita, entdo Stab(X) = Ce(X).

2.8.5) Sejam G um grupo finito actuando num conjunto X. Mostre que:

card(G)
d(Orb = |G : Stab = — .
card(Orb(z)) = | ab(z)] card(Stab(z))
2.8.6) Sejam ¢ X um G-conjunto e considere-se a seguinte relacao para todo o elemento z, z’ €
X:
ro~v1r = 3dgeCG :gr=1.
Mostre que:

a) ¢~ € uma relacdo de equivaléncia em X.

b) a classe de equivaléncia de um elemento x € X ¢ igual & Orb(z).
2.8.7) Sejam G um grupo actuando em X e A C G. Mostre que:

a) A actua em X.

b) 2 o~y =z g~ y.
2.8.8) Sejam G, H grupos, g X e f € Surj(G, H). Verifique se:

a) G actua em X se definirmos a acgao por gz := f(g)z.

b) z,y € X, entdo x g~y <= = g~ v.
2.8.9) Sejam G um grupo, A C G e X o conjunto dos coconjuntos esquerdos de A em G.
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a) Mostre que:
1) G actua em X, para a accao a(zA) = (az)A.

2) Ker(f)= () zAxz~ 1.
zeG
3) Ker(f) é o maior subgrupo normal de G que esté contido em A.
4) a acgao de G sobre X ¢é efectiva se, e s6 se, A s6 contém como subgrupo

normal de G, {1¢}.

b) Resolva o exercicio anterior para uma accdo esquerda de G no conjunto
B :={Az € P(G) : z € G} definida por g(Ax) := (Ax)g™*

2.8.10) Sejam ¢X um G-conjunto, x,y € X e Orb(xz) = Orb(y). Mostre que:

card(Stab(z)) = card(Stab(y)).

2.8.11) Sejam X e ¢Y dois G-conjuntos. Mostre que X x Y é um G-conjunto definindo a
accao esquerda do seguinte modo: V(z,y) € X x Y, g(z,y) := (gz, gy).

2.8.12) Sejam X,Y dois G-conjuntos e se definirmos a seguinte relagao de equivaléncia para
todo o elemento de X x Y por:

(z,y)pa’,y) = TgeG:gr=a"Ngy=1".

XxXY

Mostre que é um G-conjunto.

2.8.13) Mostre que ¢X induz uma acgao esquerda no conjunto poténcia P(X) definindo-se
para um elemento A # (), a accao por

gA={gre X :xz €A} e g¢g0:=0.

2.8.14) Sejam X, Y conjuntos e G um grupo finito actuando a esquerda em X. Mostre que G
actua & esquerda em Y se definirmos para cada aplicacio f € YX, g€ G,z € X a

acgao por gf := f(g'x).
2.8.15) Sejam G, H grupos, X,Y conjuntos disjuntos e ¢ X,y Y. Mostre que G x H actua em
X UY se definirmos a acgao por, para todo o x € X Uh%

2.8.16) Sejam K|z] um espago vectorial sobre o corpo K e G actua a esquerda em K. Mostre
que G actua a esquerda em K[z] se para todo o g € G e p € K[z] definimos a acgao
por:

gp = gao + (gar)z + - - + (ga,)z"
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2.9. Grupos-p e grupos de Sylow
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3. ESTRUTURAS LIVRES E APRESENTACOES
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