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Notas Prévias

Este caderno de exercicios juntamente com a matéria leccionada nas aulas
tedricas formam um todo, i.e., sao uma parte integrante do programa da disciplina
e nao meramente um conjunto de exercicios soltos, ou exercicios “apanhados” aqui
e acold para formar um caderno.

Em relagao a resolucao dos exercicios que constam neste caderno, chama-se a
atencao de que, s6 tem sentido tentar resolvé-los, apés um estudo, cuidadoso, da
matéria leccionada nas aulas tedricas, tudo o resto, serd uma mera tentativa de
resolucao mecanica dos exercicios, sem qualquer fundamentacao. Serd sempre de
evitar o tipo de pensamento - e que muitas vezes se ouve - “fago assim, porque
é assim que se faz”. Existe também, na maior parte das vezes, mas felizmente
nem sempre, a tentacao de se reduzir determinados conhecimentos a um tnico.
Para melhor se entender aquilo que se pretende transmitir, nada melhor que uma
anedota, que me foi contada por um colega:

«A dada altura da sua vida académica um estudante universitédrio foi
submetido a um exame Oral sobre Fisiologia Animal. O Professor
tinha um conjunto de fichas sobre a sua secretdria, cada uma com
o nome de um determinado animal. O aluno deveria escolher uma
dessas fichas fazendo uma caracterizacao da fisiologia do animal que
constasse na ficha. Ao retirar a primeira ficha, calhou-lhe o cavalo. O
estudante algo constrangido responde o seguinte:

Aluno: Bem, o cavalo é um animal de quatro patas, é um mamifero,
coberto por pélos e portanto tem parasitas, de entre os quais se desta-
ca a pulga, que como se sabe, € um insecto que se alimenta de sangue
e que se desloca dando grandes saltos e .......

(o aluno falou durante quase 10 minutos sobre caracteristicas da pul-
ga, apos os quais, o Professor interrompe-o)

Prof.: Muito bem. Pode retirar outra ficha.

(Desta vez saiu-lhe o cao)

Aluno: O cao é um animal de quatro patas, é também um mamifero,
coberto por pélos e portanto tem parasitas, de entre os quais se desta-
ca a pulga, que como se sabe, € um insecto que se alimenta de sangue
e que se desloca dando grandes saltos e.....

(desta vez o Professor interrompe-o imediatamente e solicita o seguinte)

Prof.: Gostaria que fizesse a caracterizagao fisiolégica do peixe.

i



(O aluno fica um pouco atrapalhado e apés alguns minutos de medi-
tagao responde o seguinte)

Aluno: Bem, o peixe é um animal de sangue frio, coberto por escamas,
que nao tem pélos, mas se tivesse, teria necessariamente parasitas, de
entre os quais se destaca a pulga, que como se sabe, é um insecto que
se alimenta de sangue e que se desloca dando grandes saltos e.....»

O material contido neste caderno de exercicios, foi elaborado com base nas
referéncias [1] e [2] e, de um conjunto de exercicios elaborados pelo préprio. De
salientar, que alguns destes exercicios, foram revistos por alguns dos meus colegas
da Area Departamental de Matemética, nomeadamente, o Prof. Dr. Juan Ro-
driguez e outros com quem tenho trabalhado ao longo dos anos. A todos eles, os
meus sinceros e profundos agradecimentos.

N.B.: Na elaboracao deste caderno, e dentro do possivel, houve o cuidado de
se usar uma escrita matematica rigorosa e uma simbologia o mais actualizada pos-
sivel, no entanto, este caderno pode nao estar isento de - apesar de involuntérias
- omissoes e incorreccoes!.

Lapesar de se encontrar em permanente actualizagao, aceitam-se e agradecem-se correcgoes
e comentdrios, de preferéncia, enviados para psemiao@Qualg.pt.
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Notacoes e terminologia

Faremos uso dos seguintes simbolos para representar os conjuntos usuais:

0 o conjunto vazio
N={0,1,2,3,---} o conjunto dos nimeros naturais
Z={--,-2,-1,0,1,2,---} o conjunto dos nimeros inteiros

Q= {5 ER:z€ZNyelZ)\ {0}} o conjunto dos nimeros racionais

R o conjunto dos niimeros reais

C o conjunto dos niimeros complexos

De um modo geral, o simbolo K representa um corpo qualquer e o sfmbolo
=’ quer designar a igualdade de duas entidades por definicao.
O sfmbolo ‘C’ representa uma subestrutura de uma dada estrutura algébrica. Por
exemplo, sendo V' um espago vectorial e F' um subconjunto de V', para abreviar
a expressao ‘F' é um subespaco vectorial de V’, usamos o simbolismo F' C V.

Sendo X € {N,Z,Q,R, C}, representaremos por X-q, X>¢ € X9 0s seguintes
conjuntos:

Xeo:={xe X :z>0}
Xso:={re X :z>0}
Xy ={re X :2#0}

Como exemplos, o conjunto
Rsg:={z €R:2z >0} =[0,+00],

representa o conjunto dos niimeros reais nao negativos, enquanto que o conjunto
Ryp:={r€R:2#0} =R\ {0},

representa o conjunto de todos os niimeros reais, excepto o zero.
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1. INTRODUCAO

1.1. Nocoes elementares sobre conjuntos

1.1) Considere os conjuntos A := {1,2} e B :={a,b,c}. Determine A x B.
1.2) Sendo A := {a,b} e B := {a, b, c}, determine:

a) o conjunto das partes de A, i.e., P(A).
b) o conjunto das partes de B, i.e., P(B).

1.3) Sendo A :={1,2,3}, B:={1,4,5,6,7} e C := {a,b,c}.

a) Determine ANBe ANC.
b) Determine AU B e BUC.

1.4) Considere o conjunto A := {z,y, z}. Diga, justificando, quais das afirmagoes
seguintes:

ayreA b)zCA
c){z} €A d){z}CA

sao verdadeiras ou falsas.

1.5) Considere o conjunto A := {1,{2,3},4}. Diga, justificando, quais das afir-
magcoes seguintes:

a){2,3lc A b){2,3)CA
c){{2,3}} C A

sao verdadeiras ou falsas.
1.6) Dado o conjunto X := {{2,3},4}. Determine o conjunto das partes de X.

1.7) Considere o conjunto A := {z,y} e B := {z,t}. Determine A x B e verifique
se Ax B=Bx A.



1.2. Nocoes elementares sobre aplicagoes

1.1) Considere a fungao f : R — R definida por z — z2. Determine:

a) f(4) b) f({1,2}) o) f71({3})
d) f71{0}) o) {4 ) f{L3,4,7))

1.2) Considerem-se as fungoes f e g de dominio X := {a,b} C R e codominio R
e definidas por:

fla)=1, f(b) =3 e gla)=2, g(b) =1

Determine a lei de transformagao das fungoes nas seguintes alineas:
a) f+g  Db)5f c)3f —2g

d) g+3id e) [f] £ [fl+g

g)f-g  h)4f-5g 1) (4f - 59)+ (If[+9)

1.3) Sejam f: R — R e g: R — R duas fungdes definidas por:

e g(x)=3rx+1

f(:B)::{ 20 —5 se x> 2

2 —2 se <2

Determine a imagem dos elementos, para cada uma das fungoes, das alineas
seguintes:

a) f(=2) b) g(=3) c) (o)1)
d) (f09)(2) ) (fof)B3)

1.4) Considere a aplicagdo f : N — R definida por = — 2x — 5.

a) Verifique se f é injectiva e sobrejectiva.

b) Represente graficamente a fungao e verifique se estd em consonancia
com a alinea anterior.

c) Calcule f(A), sendo A := {4,5,6,7}.

1.5) Considere as fungoes f : R — R e g : R — R definidas, respectivamente,

por x +— 23 e x +— x + 1. Verifique se:

a) f € injectiva b) g é injectiva c) f é sobrejectiva
d) g é sobrejectiva e) go f € injectiva f) g o f é sobrejectiva
g) f é bijectiva h) g é bijectiva i) g o f é bijectiva
j) fog éinjectiva k) fog ésobrejectiva 1) f o g é bijectiva

1.6) Considere as fungdes f, g, h : R — R definidas, respectivamente, por:

r—b5—4dr+32°+22° , rz—24x+22°—2°

z+—d+ (c+ 1z + (b—c)z® + (a+ b)z®



a) Determine a lei de transformagao da funcao nas alineas seguintes:
1) f—yg
2) f+3g.
b) Resolva, em cada alinea, a equac¢ao polinomial:
1) f(z) +3g(z) =11 +x — 32% + 223.
2) f(x) —2g(x) = —x + 423.
3) f(x)+g(x) =1—2z + 2>
c) Determine os parametros a, b, ¢ e d, de modo que, em cada alinea a
equagao seja possivel:
1) h(z) =
) flz) + h(x)
3) 29(z) — h(z) =
) fz)+9(x) + \/§h( ) =



1.3. Nocoes elementares sobre estruturas algébricas. Grupo
e Corpo

1.1) Considere em R := R\ {0} as seguintes relacoes:
a) x0y = x? + y* + 5.
b) z0'y =2z +y.
Verifique se sao operagoes bindrias em R_z.

1.2) Analise cada uma das estruturas seguintes:
a) (N;+).  b) (N;-). o) (Z;+). ) (Z;).
€) (Zzo;-). 1) (Q@+). 8 (@) h) (Quo;-)
DR +). ) R k) (Reoro). 1) (C+).
m) (C;-).  n) (Cxo;-)-

1.3) Considere o conjunto R? algebrizado com a operacao bindria * definida por:
(a,b) % (c,d) = (a+c—1,b+d—3).
a) Indique, qual é o elemento neutro de .

b) Calcule o elemento oposto de (1,4).

c¢) Determine 2p * (—q) , sendo p := (—2,0) e ¢ := (1,4), onde —¢q ¢ o
simétrico de g e 2p := p * p.

d) Averigte, se (R?; %, (1,3)) ¢ um grupo comutativo.
e) Resolva a equagao (x,y) * ((2,1) * 2p) = (0, 1).
1.4) Considere em R as operagoes bindrias 6 e * definidas por:

20y =x+y e xxy:=2zy.

Mostre que R, para as operacoes definidas, tem uma estrutura de corpo.

1.5) Considere o conjunto A := {(z,1) € R? : x € R} e as operagoes bindrias 6 e
x definidas por:

(z, D)0(y,1) = (x+y,1) e (x,1)x*(y,1):=(zy,1).

Mostre que o conjunto A, para as operacoes definidas, possui uma estrutura
de corpo.

1.6) Considere em C as operagoes bindrias + e - definidas por:

(x+yi) + (2 +ti) = (z + 2) + (y + )i,
(x +yi)- (z+ti) = (xz — yt) + (zt + yz)i.

Mostre que C, para as operacoes definidas, possui uma estrutura de corpo.



1.4. Nocoes elementares sobre polinémios

1.1) Considere as fungdes f, g, h : R — R definidas, respectivamente, por:

r—b5—4dr+32°2+22° |, r—24x+22°—2°

z+—d+ (c+ 1)z + (b—c)z® + (a+ b)a®

a) Determine a lei de transformagao da fungao nas alineas seguintes:
1) f-g
2) f+3g.
b) Resolva, em cada alinea, a equac¢ao polinomial:
1) f(z)+3g(z) = 11 + 2 — 322 + 223
2) f(z) —2g(x) = —x + 4a3.
3) flx)+g(z) =1—2z + 2>
c) Determine os parametros a, b, ¢ e d, de modo que, em cada alinea a
equagao seja possivel:
1) h(z) =
2) flz)+ ( ) =
3) 29(x) — h(z) = 0
4) f(z)+g(x) + V2h(z) =

1.2) Determine = e y de forma que seja verdadeira a seguinte equacao:
(142z)+ (—2+3y)i =1+ 4.

1.3) Efectue as operagoes indicadas, sobre niimeros complexos:
a) (—2+1)+(3—5i)+(2—3i). b) (2—5i) —(2+3i) — (5 — 3i).

¢) (2-230)+(2—39). d) (=2 —1) (3 + 5i).
e) (3 —3) (2+3i). f) (V3 - 2i) (2+ 54)-
g) 32;'—;7;. h) 1+z+1 o —I—'L

) 28 (2= 4) (1 +30).

1.4) Mostre que sendo z, 21, 23 € C, entao tem-se que:

a)z = z. b) z1 + 20 =Z1 +Z2. C) Z1 22 = Z1 * Zo.
d) 2| = |7. e)z-z = |z|°. f) 2z +7% = 2Re(2).
g) |21+ 22| = |21] - |22].

1.5) Mostre que sendo z,y,b € C e a,ac — |b|* € Rso, entéo:
b |2
alz]® 4+ 2Re(bxy) + cly|* = a CE—I—ay + (ac— b]*) |y|?,

onde Re designa a parte real do nmiimero complexo.



2. ESPACOS VECTORIAIS

2.1.

2.1)

2.2)

2.3)

2.4)

2.5)

Espacos vectoriais

Mostre que qualquer corpo K é espaco vectorial sobre si préprio. Conclua
que Q, R e C sao espagos vectoriais sobre, respectivamente, Q, R e C.

Mostre que C é espago vectorial sobre R para a adicao usual de nimeros
complexos e a multiplicacao de um real por um complexo. Podemos consid-
erar R um espago vectorial sobre C?.

Mostre que o conjunto R?, com as operacoes de adicao e multiplicacao por
escalar definidas por:

(71,2, 23) + (Y1, Y2, ¥3) = (1 + Y1, T2 + Y2, T3 + ¥3)
06(331;332; ;91?3) = (04951,04332; ;04953),

constitui um espacgo vectorial real.

Sejam V7, V5, ..., V), espacos vectoriais sobre o mesmo corpo K. Considere
o produto cartesiano V; x V5 x - -+ x V,, munido das operacoes:

(T1, @2, ) + (Y1, Y25+ Yn) = (T1 F YL, T2+ Y20 T+ Yn)
a(xy, Tay ... xy) = (@, Q2a, . .., aLy),

onde (z1,xa,...,2,) € (Y1, Y2, - - -, Yn) designam elementos quaisquer de V] x
Vo x -+ x V, e a um elemento qualquer de K.

a) Prove que estas operagoes conferem ao conjunto Vj x V5 x - - - x V,, uma
estrutura de espago vectorial sobre K (a que se chama espago vectorial
produto dos espacos vectoriais Vi, Vs, ..., V},).

b) Utilize a alinea anterior, para provar que K™ é espago vectorial sobre K
(sendo K um corpo qualquer) e que em particular R™ (respectivamente,
C™) é espago vectorial sobre R (respectivamente, C).

Verifique se cada um dos seguintes conjuntos de polinémios numa varidv-
el e com coeficientes reais é um espago vectorial real (complexo) em re-
lacao as operagoes ordindrias de adicao de polinémios e multiplicagao de um
polinémio por um nimero real (complexo):

a) Conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n,

b) Conjunto dos polinémios de grau n (n fixo).
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2.2. Dependéncia e Independéncia linear

2.1) Indique quais dos seguintes sistemas de vectores de R? sobre R sao linear-
mente independentes:

1) ((la L, 1)7 (Oa L, O)a (17 0, 1)) 2) ((17 L, 1)a (1a 170)7 (17 0, 0))

3) ((la 0, 0)7 (Oa L, O)a (07 0, 1)) 4) ((07 L, O)a (Oa 0, 1)7 (17 0, 0))

5) ((la 273)7 (0’ 2’ 3)’ (07 07 3)) 6) ((17 27 3)a (_1’ 3’ )’ (57 57 _6))

7) ((1,2,3),(-1,3,4),(5,—5,-6)). 8) ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,2,3)).
9) ((1,0,0),(0,1,0)). 10) ((1,-2,3), (—2,4,—6))

11) ((1,-2,3)). 12) ((0,0,0)).

2.2) Indique quais dos seguintes sistemas de vectores de Rs[z] sobre R sao lin-
earmente independentes:

1) (1,2, 2% 23).

2) 1+ z+a2?+ 23 x4+ 22 + 2% 2% + 23, 2%).

3) (1,z + 2% 23,2 — 3z — 3% + 423).

4) (1+ 2z + 32® + 423, -2 — 23, 42?).

5) (14 2z + 3% + 423, -2 — 23, —7 + 2z + 32?).
6) (7 — z?, 423).

2.3) Relativamente ao espago vectorial real R3:

a) Escreva o vector u := (3,4, —2) como combinagao linear dos vectores:
1) v:=(1,2,0), w:=(0,1,2) e z := (1,0, 2).
2) v:=(6,0,—4), w:=(0,1,0) e z := (3,2, —2).

b) Determine o valor de k, tal que u := (1, —2, k) possa ser escrito como

combinagao linear de v := (3,0,—2) e w := (2, —1, —5).

2.4) Determine os valores de a, para os quais os sistemas de vectores seguintes,
sao sistemas de vectores linearmente independentes nos espagos considera-
dos:

a) ((a,1,0),(1,a,1),(1,0,0)) em R? sobre R.
b) (a+t,14 at —t* 2+ t?) em Ry[t] sobre R.

2.5) Mostre que ((1 —4,4),(2,—1 4 7)) é um sistema de vectores linearmente
independente em C? sobre R e linearmente dependente em C? sobre C.

2.6) No espago vectorial real R3:

a) Mostre que o sistema de vectores ((0,0,1),(0,1,0),(0,0,0)) é linear-
mente dependente.

b) Considere o vector u := (1,—2,3) e os sistemas de vectores (u,v,w)
com:



1. v:=(0,1,-2) e w := (0,0, 1).
2. v:=(0,1,-2) ew:= (1,—1,1).
1) Estude quanto a dependéncia linear os dois sistemas de vectores.

2) Verifique que o vector u s6 poderd ser expresso como combinagao
linear de v e w, quando o sistema de vectores (u,v,w) for linear-
mente dependente.

2.7) Considere o sistema de vectores ((1, 0, 0), (0,1, 0)) linearmente independente.
Verifique que ((1,0,0),(0,1,0),(2,2,0)) é um sistema de vectores linear-
mente dependente, e que consequentemente, (2,2, 0) pode ser expresso como
combinagao linear de (1,0,0) e (0,1,0).

2.8) Verifique que qualquer subsistema de vectores obtido a partir do sistema
de vectores ((1,—1,2),(1,2,—1),(2,1, —1)) (sistema de vectores linearmente
independente) é linearmente independente.

2.9) Verifique que o sistema de vectores ((1,1,—1), (-2, —2,2), (a, b, c)) é linear-
mente dependente, para todo o vector (a,b, c) € R3.

2.10) Verifique que o vector (1, —4,5) pode ser obtido por uma tnica combinagao
linear dos vectores:

a) u:=(1,—-1,2) ev:=(1,2,—1) (note que (u,v) é linearmente indepen-
dente)

b) Considere o sistema de vectores linearmente independente (u, v, w) com
u:=1(1,2,3), v:=(-1,3,4) e w:=(0,0,2).
Verifique que os sistemas (u,v + w, w), (u,av,w) com « # 0, (u,v +
aw,w) sdo ainda sistemas linearmente independentes.

c) Considere o sistema de vectores linearmente dependente (u, v, w) com
u:=(1,2,3), v:=(1,2,5) e w:=(0,0,2).

Verifique que os sistemas (u,v +w,w), (u,av,w) e (u,v + aw, w) sdo
sistemas linearmente dependentes.

2.11) No espaco vectorial real R?, considere os vectores
a:=(1,0,1,0), b:=(1,0,0,1) e c:=(1,1,1,1).

a) Mostre que (a, b, c) é um sistema linearmente independente.
b) Sera que (a,b) é um sistema linearmente independente? Justifique.

c¢) Indique todos os subsistemas de vectores linearmente independentes do
sistema (a, b, ¢).

d) Dé um exemplo de um vector d # 0, tal que (a, b, ¢, d) seja linearmente
dependente.



2.3. Subespacgos vectoriais

2.1) Dos seguintes subconjuntos, determine quais sao subespagos do respectivo
espago vectorial real, indicando para esses, uma base.

a) A:={(z,y,z,w) ER* 1z +y =2+ w =0}

b) B :={(z,y,z,w) € R* : w = 1}.

c) C :=1{(2a+ 3b,2a — b,3a,4b) € R*: a,b € R}.

d) D:={(z,y,2,w) € R*:y > 0}.

e) B :={(z,y,z,w) e R : z-y =0}

f) F:={(2a+3b,2a —b,0,0) € R*: a,b € R}.

g) G:={(z,y,2,w) € R*: |z] > 2}.

h) H :={(z,y,2,w) € R*: log(x) > 0}.

i) I:={(z,y,z,w) €ER*:az +by+cz+dw=0coma,b,c,d €R (fixos)}.
i) J={(z,y,z,w) € R*: ax + by + cz +dw =k com a,b,c,d,k € RAk # 0}.
k) K :={a+bx+ cx? € Rylx] : a — b= 0}.

) L:={a+br+ca®+ds® €Rsfz]:a—b=0Ac=+2d}.

m) M :={a+br+cx® +dzd +ex? € Ryfz] : b=cAd=2a—e}.

2.2) Determine o subespago do espago vectorial real R? gerado por:

a) {(1,0,1),(0,1,0),(—=2,1,—-2)}.
b) {(1,0,1),(0,1,0),(-2,1,-2),(-3,4,-3)}.
c) {(0,1,0),(—2,1,—-2)}.

2.3) Determine o subespago do espago vectorial real Ry[z] gerado por:

a) {—1+uxz,1+ 2%}
b) {z,1+ x,2+ 3z + 42?}.
c) {—1+2z,2+ 322}.

2.4) Sejam L :={(z,y,2) ER}*:x+y+2=0}e M :={(z,z,7) e R®: x € R}
subespacos do espaco vectorial R? e sejam A == LUM, B := LN M e
C:=L+ M.

a) Determine A, B e C.

b) Dos subconjuntos A, B e C' de R3, qual(is) é(sao) subespago(s) do
espaco vectorial R3?

2.5) No espago vectorial real R3.



Mostre que F := {(z,y,2) € R®: 2 — 3y + 32 =0} é um subespago
vectorial real.

Caracterize o subespaco G do espaco vectorial real R3 gerado pelo
conjunto {uy,us}, sendo uy := (1,0,2) e ug := (0,1, 1).

Caracterize o subespago F'N G e indique a sua dimensao.

Verifique que o sistema (uy,us, u3) constitui uma base de R3, sendo u3
um vector de R3 ndo pertencente a G.
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2.4. Soma directa interna

2.1) Sejam A, B e C subespagos vectoriais de R3, sendo

A:={(a,bc) eR3:a+b+c=0}, B:={(a,bc) eER3:a=c}e
C :={(0,0,c) e R?: c e R}.

a) Mostre que R® = A + C.
b) Mostre que R3 = A + B.
c) Determine AU B e BN C e verifique se sao subespagos vectoriais de
R3.
2.2) No espago vectorial R3, considere os subespagos:
A:={(z,y,0)eR3:z,ye R} e B:={(2,0,2) eR3:12,2 € R}.

a) Represente-os graficamente.

b) Determine graficamente, A N B. Determine algebricamente o mesmo
conjunto e confirme a sua igualdade, pelos dois processos de célculo.

c) Verifique se AN B é subespago de R3.

2.3) No espaco vectorial real R?, considerem-se os subespacos:

A:={(a,b,0) eR*:a,b € R} B:=1{(0,b,c) ER?:b,ceR}
C:={(0,0,c) eR3:ceR} D:={(a,b,c) eR¥:a=0=c}.

a) Mostre que R® = A + B.

b) Mostre que R3 nao é soma directa de A e B.

c) Mostre que R*=A®CeR*=B® D.

d) Determine a dim(A), dim(B), dim(C'), dim(D). Verifique que em qual-
quer dos casos dim(R?) = dim(A) + dim(C) = dim(B) + dim(D).

2.4) No espago vectorial real Rq[z], considerem-se os subespagos:

A:={a+br+cr? eRylz] :a+b+c=0},
B :={a+ bz + cz?® € Ry[z] : a = ¢},
C:={a+bx+cx? € Rylx] : a =b}.

a) Mostre que:
1) RQ[ZB] :A—I-B.
2) Ryz] = A+ C.
3) Ro[z] = B+ C.

b) Quais das somas anteriores sdo somas directas internas? Justifique.
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2.5) No espaco vectorial real R?*, determine dois subespagos F' e G distintos e
tais que:
R*=(A)o F=(A) @G,

sendo A :={(1,3,0,-1),(2,5,1,2),(1,2,1, 3)}.

2.6) No espago vectorial real Ro[z], determine dois subespagos F' e G distintos e
tais que:
Rolz] = (A) @ F = (4) @ G,

sendo A := {1,1 + z + 2°}.
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3. APLICACOES LINEARES

3.1. Aplicagoes lineares

3.1) Relativamente aos espagos vectoriais reais das alineas seguintes, indique
quais das aplicagoes sao lineares:

a) f:R? — R? definida por f((x1,22)) = (72, 71).
b) f : R? — R? definida por f((z,y)) = (ki,k2) com ki e ky elementos

reais fixos.
c) f:R? — R? definida por f((z,y)) = (sen(z),y).

d) f:R,[z] — R,[z] definida por f(p) = p’, onde p’ & o polinémio obtido
por derivacao do polinémio p.

e) f:R,[z] — R,[z] definida por f(p,) = pz+1, onde p, é o polinémio na
indeterminada x.

f) f:R3® — Ry[z] definida por f((a,b,c)) = a + bx + cz?.

g) f: R — Ry definida por f(x) = e, onde R é o espago vectorial
real, cuja operacao bindria nele definida é o produto de mimeros reais
e a multiplicacao por escalar ¢ dada pela potenciagao.

h) f:Rs[z] — R definida por:
2
fla+ bz +cx® + dr®) = / —(c+d)x + (a+b)r* dx.
0

3.2) Seja f : C — C definida por f(z) = Z, onde Z é o conjugado de z.

Mostre que:

a) f é linear, se C é considerado espago vectorial real.

b) f nao é linear, se C é considerado espago vectorial complexo.
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3.2. Nicleo e Imagem
3.1) Considere a aplicagao f : R* — R3 definida por:

f(z1, 20, 23) = (1 + 22, 1 + T3, T2 + T3).

Prove que se trata de uma aplicagao linear. Determine o respectivo niicleo
e diga se f é um monomorfismo.

3.2) Considere a aplicagao f : R* — R? definida por:
f(z1, @9, 23, 4) = (21 + X2, =221 — T3 + 224).

a) Mostre que é uma aplicacdo linear. Determine o respectivo niicleo e
diga se f é um monomorfismo.

b) Determine ainda, as imagens inversas dos vectores (1,0) e (—1,3) de
R2.

3.3) Considere a aplicagao f : R* — R? definida por:
flz,y,2) =(x —y+ 2,2 +y + 22).

a) Mostre que f é uma aplicacao linear.

b) Determine Ker(f) e diga se f ¢ um monomorfismo.

)
)
c) Determine a imagem de f, ou seja, Im(f) e diga se f é um isomorfismo.
d) Dado o vector v = (1, —2), determine f~!({v}).
e) Determine Ker(2f).
3.4) Considere uma aplicacao linear f : R® — R? tal que:

f(1,1,0) = (0,1,1), f(1,0,1) = (1,1,1) e f(0,1,1) = (2,1, —1).

a) Determine a aplicagao linear f.
b) Determine Ker(f). Diga se f é um automorfismo.
c) Determine f~1({(2,1,—1)}).

3.5) Considere duas aplicagoes lineares f, g : R* — R* tais que:

f(1a0a070) - (170a0a ]-)7 .f(]-7 170a0) - (Oa ]-a07 1)7
f(1,1,1,0) = (1,0,1,0), f(1,1,1,1) = (0,1,1,0)
€
9(1,0,0,0) = (1,0,-1,0), ¢(0,1,0,0) = (0,1,—1,0),
9(0,0,1,0) = (1,0,-1,1), ¢(0,0,0,1) = (1,-1,1,-1)
Determine:
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a) feg.
b) Ker(f)NIm(g).
c) Ker(f)NKer(g).
d) Ker(f +g).

) Ker(f o

e) Ker(fog).

3.6) Seja f um endomorfismo em R? e tal que:

f(1,1,0) = (0,1,0), f(0,1,0) = (0,1,0) e f(0,0,1) = (1,0,0).

a) Determine f(1,—1,1) e f~1({(0,—-1,1)}).
b) Diga se f é um epimorfismo.
c¢) Determine Ker(f) e Ker(f) N Im(f).

3.7) Considere a aplicacao f : Ry[z] — Ry[x] definida por:

fla+bx+cx?) =b+ (a— c)x.

a) Mostre que f é uma aplicagao linear.

b) Determine Ker(f) e uma sua base e, a sua dimensao.
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3.3. O espago Hom(V, W)

3.1) Sejam f, g € Hom(R3, R). Mostre que para todo o z € R3, a aplicagao

¢ uma aplicagao linear de R® em R?, ou seja, h € Hom(R3, R?).

3.2) Seja f: V — W uma aplicagao entre os espagos vectoriais V' e W de bases
(e1,ea,€3) e (€, €h), respectivamente. Considere-se f definida por:

f(xer +yes + ze3) = (z + k)e} + (y + 2)e,, com k € R.

a) Para que valores de k ¢ f uma aplicagao linear.

b) Para os valores de k determinados na alinea anterior, determine o
Ker(f) e uma sua base.

3.3) Sejam f,g € Hom(R3 R?) e h € Hom(R?* R) definidas, respectivamente,
por:

f(.I‘,y,Z):<2I‘—y,Z) ) g(&?,y,Z):(QI—Z,Zy) e h<x7y):x+3y

a) Determine a lei de transformagao de f + g.

Verifique que se tem ho (f +g) = (ho f)+ (hog).
d) Calcule Ker(ho (f + g)).

)
b) Determine a lei de transformacgao de ho (f + g).
c)

)

3.4) Sejam a € R um escalar arbitrdrio e f,g € Hom(R? R3) definidas, respec-
tivamente, por:

f(xay) = (2$a07 _y) € g(:)s,y) = (y -, 2$)

a) Determine a lei de transformacao de a.f.

b) Determine a lei de transformacao de g o (a.f).

c) Verifique que se tem a(go f) = (ag) o f = go (af).
d) Determine Im(a(g o f)).
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4. MATRIZES

4.1. Operagoes fundamentais sobre matrizes

4.1) Considere as seguintes matrizes sobre o corpo R:

11
1 0 2 21 3
w202 pe 210 e o

Verifique quais das seguintes operagoes estao definidas e, para essas deter-
mine o seu valor:

a) (bA)(4C). b) A+ B. c) B+ C.

d) C'B. e) BC". f) AC.

g) CA. h) (AC)% i) (AC)B.
j) A(CB). k) (CB)? + Is.

4.2) Considere o espago vectorial Mayo(R):

a) Mostre que os seguintes sistemas de vectores:
1) 10 01 00 00
0O0j’j]0OO0O}|’"|{T 0|01 '
2) 10 1 0 1 2 00
Oo0|’"|]1 -1{’|-20]|"101 '

constituem bases nesse espaco.

b) Escreva o vector { ;l _3 } como combinagao linear das bases das

alfneas anteriores.

4.3) Considere as seguintes matrizes de ordem 2 x 2 sobre R:

w[H]es-[10]

Mostre que AB # BA. O que conclui quanto & comutatividade de matrizes?

4.4) Dadas duas matrizes A, B € M,.,(R) elas comutam se AB = BA. Deter-
mine a expressao geral das matrizes de 2 X 2 que comutam com a matriz

ol
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4.5) Considere as seguintes matrizes de Myyo(R):

am 2] m [ ] ee [ 5 1]

Mostre que AB = AC' e no entanto B # C, ou seja, a lei do corte nao é
valida para o produto de matrizes.

4.6) Considere as seguintes matrizes sobre R:

A= e B :=

=N DN
— = O
OO =
_ o =
O = =
W = N

Resolva as seguintes equacoes matriciais:

a) 2A +3X = 4B. b) BA+5X = A. c) 3B +2X = A.
d) 3B +2X =2A+V2B. e) B'A+ X =-X+A. f)2X + AX + B = Os,3.
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4.2.

4.1)

4.2)

4.3)

4.4)

4.5)

Matriz de uma aplicagao linear

Considerando a aplicagao identidade idy : V' — V e fixando em V' uma base
qualquer, determine a matriz de idy .

Determine a matriz da aplicacdo linear f : R? — R3 definida por:

f($7y) = (:L"+y,:lr—y,y—:13),

com respeito & base canénica de R? e & base ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) de

R3.

2 01

2 1 0 | define uma aplicagao
1 10

linear em relagao a uma base fixa nesse espaco. Determine essa aplicagao

linear, quando fixamos no espago as seguintes bases:

No espaco vectorial R3, a matriz A =

a) ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
b) ((1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)).
c) ((1,0,0),(0,—1,1),(1,0,1)).

Considere a aplicagao f : Ry[z] — Rs[x] definida por:

sendo d%( a derivada em ordem a z.

a) Mostre que f é uma aplicagao linear.

b) Suponha, fixadas em Ry[z]| e em Rs[z], respectivamente, as bases
(L14z1+z+27)

e (L1+z,1+z+a2*14+z+2"+1°).
Determine a matriz que representa f em relacao a essas bases.

c) Determine Ker(f) e Im(f) e, estude f quanto & sua invertibilidade.

Considere o espago vectorial Rs[z]. Seja f : Rs[xz] — Rs[z] a aplicagdo linear
definida por:

fp)=p"+4p" +p,
onde p” e p’ representam respectivamente, a segunda e primeira derivada de
P.
Determine a matriz da aplicagao linear f em relagao a base (z,1 + x, z + 22, 23)
fixada nos respectivos espacos vectoriais dominio e codominio de f.
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4.6) No espago vectorial R?, fixe-se a base canénica.

a) Determine f(x,y), sendo f a aplicagdo definida em relacdo a base

0 3

b) Verifique que f é um automorfismo em R? e, determine a respectiva
aplicagao inversa.

. . 2
canodnica pela matriz A := 0 ] .

c) Determine a matriz de f~! para a base candnica e verifique que é a
inversa da matriz A.

4.7) Seja A := [a;;] € M, (K). Designa-se por trago de A o escalar definido por:

tI'(A) = iau
i=1

a) Mostre que a aplicacao t : M, (K) — K definida por:
t(A) = tr(A)

¢ uma aplicacao linear.
b) Considere também a matriz B € M,,(K). Mostre que tr(AB)=tr(BA).

c) Considere n = 2, e as bases
10 11 10 01
O 1(’l0OO0|’"|1T O0]|"]01
e (o), com a € K\ {0}, de Msy2(K) e K, respectivamente.

Determine a matriz de ¢ relativamente a estas bases.

4.8) Sejam f : R — R? e g : R — R? aplicagoes lineares definidas, respectiva-

mente, por:
f(z) = (32,0) e g(z) = (z, —2z).

Determine:

a) A:= M(f;(1),((1,0),(0,1))).

b) B := M(g;(1),((1,0),(0,1))).

c) C:=M(f+g;(1),((1,0),(0,1))).

d) Confirme que A+ B =C.

4.9) Sejam f : R*? — R3 e g : R® — R aplicacoes lineares definidas, respectiva-
mente, por:
flay)=(z,y,x+y) e glz,y,2) =z +y+=z

Determine:
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a) A= M(f;((1,0),(0,1)),((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))).

) A

b) B := M(g;((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)), (1)).
)
)

o

C:=M(go f,((1,0),(0,1)),(1)).

d) Confirme que BA = C.

4.10) Considere a aplicacao f : Ro[z] — My(R) definida por:

fla+bx +cx?) = {CH_b c}

b a

1ol [1 1] [11] 11
2 _
a) Mostreque(1,93>1+93)e<[0 0]’[0 0}’{1 0]’[1 1}):3&0

bases de Ry[z] e M3(R), respectivamente.

b

) Mostre que f é uma aplicagao linear.

c) Determine a matriz de f relativamente as bases da alinea anterior.
)
)

d) Determine Ker(f) e Im(f).

e) Diga, justificando, se f é uma aplicacao linear invertivel.
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4.3. Caracteristica de uma matriz

4.1) Determine a caracteristica das seguintes matrizes sobre R:

1 2 0 1 }(1)? 1 2
A= 2 01 3 B = 9 1 3 C:=1]3 4

| -1 10 2 001 | 5 6

- - [ 2 -3 4

- 2 2 2

1 0 3 3 1 5
D= E=12 2 2 F =

1020 5 9 9 -1 0 —1

- - 0 2 4

4.2) Determine a caracteristica das seguintes matrizes sobre C:

1 1 3 1 —i —i
A= -1 i —1-—2i B:=|-1 i 1
i1 —14i 1 i 3
[ 1 i - 0
i 11 2 i 0 -1
C‘__1 —i 0 D= 241 0 1 —i
1 =342 1 0
L L
E:=| 2 F .= .
0 — 0 1
—i 1

4.3) Verifique se os seguintes sistemas de vectores sao linearmente independentes:

a
b
¢

d

) ((2,0,1,0),(4,1,0,1),(1,2,1,0),(6,1,1,1)).

) ((1,1,0,0),(1,1,1,1),(2,1,0,1), (1,1,0, —1)).

) ((1,1,0,0,-1),(1,1,1,1,2),(2,1,0,1,-2), (1,1,0, —1,0)).

) ((1,1,0,0,-1),(1,1,1,1,2),(2,1,0,1,—2),(1,1,0,—1,0), (1,0, 1, =1, 1)).

4.4) Determine os valores reais de « para os quais a caracteristica das seguintes
matrizes é maxima:

1 -1 1 a 1 1 1 —a 2
A=1]1 2 1 B=|1 a -1 0:2[2 3&]
a 1 1 a 1 1
0 1 o
1 0 -1
D:= 2 —a 0
1 1 1
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4.5) Discuta, segundo os valores reais de o e 3, a caracteristica das seguintes

matrizes:
@0 0 f @ @ 1 1 2040 a+p
A= |00 0 g et B 0 o1 avp B
' 0 6 a O ' 1 I} Q ' 1 o o
00 8 «a 1 1 1
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4.4. Matriz de mudanca de base e mudancgas de base

4.1) Considere em R? as bases:
(v1,v9,v3) :=((2,1,1),(0,0,1),(=1,1,1))
(w1, ug,us) == ((1,1,0),(—=1,1,1),(0,1,2))
a) Determine M (idgs; (u;);, (v5);)-
b) Escreva o vector 5u; + 4us + uz como combinagao linear dos vectores

V1, U2 € V3.

4.2) Considere as seguintes bases de R? e R?, respectivamente:
(v); :==((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) , (u);:=((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0))
e

(UI17U/2) = ((1’0)7(07 1)) ) (ulla,u/Z) = ((171)’(1’0))'

Considere também a aplicacdo linear f : R?® — R2, definida por:
[y, 2) = (@ +y,y+2)

Determine:

a) A:= M(f; (vi)i, (v));)-
b) B := M(f; (us)i, (u});)-
c) As matrizes invertiveis P e @ que verificam a igualdade B = Q 1AP.

4.3) Seja f : Ry[z] — R3 uma aplicacio linear cuja matriz em relagao as bases

(v1,v2,v3) == (L,z,2%) e (w1, u2,u3) :=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))

1 01
de Ry[x] e R3, respectivamente, ¢ A:= | 0 1 0
00 2

Determine M (f; (v});, (u;):) em que:

a) (v}); = (2,14 z,2%) e (uj); == ((1,1,0),(1,1,1),(0,1,1)).

b) (vf); == (1+z,2z,2%) e (uf); == ((1,0,1),(0,1,0),(0,0,2)).

4.4) Sejam V e W espagos vectoriais reais e (v, vs,v3) € (wy,wy) bases de V' e
W, respectivamente. Seja f : V — W uma aplicacao linear tal que:
1 01
MUz )= | 1§ o |

a) Mostre usando matrizes que (v; — vg,v1 + v9,v1 + Vo + v3) € (wg +
2wy, —ws) sao bases de V' e W, respectivamente.

b) Determine a matriz de f em relacdo as bases da alinea anterior.
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5. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES.
DETERMINANTES

5.1. Sistemas de equacgoes lineares

5.1) Resolva, caso seja possivel, os seguintes sistemas de equagoes lineares:

r+2y+32+3w = 10
r+3y+22+4w = 8
20 +by+4z+Tw = 8 °
20 + 5y + 82+ 6w = 21

rT—2y+z = 2
r+by—z = 1. b)
r+ytz 3

2r+3y+z = y+3x —r—y+z =1
x—3z = 2y+1. d)¢ 3z+2y+2z = 2.
3y +z = 2—-2z rTt+y+z = 3

20 —y+ 3z = 20 — 2z + 2w =

B ' 204+y—2z—w =
dr+y+z = 4 3z — y+ 82 _

[\]
Lo )
~

oo oo Ok = O

T—2y+3z+w = 1 rt+y+z+tw =
3+ 15y + 182 4+ 14w = 12 20—y +z—w =
2r+y—2z—w = =2 T —y+z—w =
r—6y+ 11z + Tw = 9 —T+5y+z+2w =

a){
c){
rdy—2 _ 1 r+ty+z+w =
e){
g){

5.2) Discuta, segundo os valores dos parametros a,b, A € R, os sistemas:

r+y+z = A+1 z+y+(1—-XNz = A+1
a) T+ Ay+z = 1 .o b)) I+ N —y+22 = 0 .
Ax+y = A2\ 20 — Ay + 3z = A+2
A +y+z—w =0 r+AXy+z =0
) z+Ay+z—dw = 0. d)¢ Mat+y+rz = 1.
z+y+rz+Nw = 0 T+ Ay = A
2r+y+w = 2 r+3y+4z+2t = 1
e) 3r+3y+az+dw = 3. ) 3z+4dy—2+3t = 3.
3r — 3z — 2w = b 2v4+y+az+t = Db
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5.3) Averigtie se existe uma matriz coluna X, tal que AX = BX com:

2 31 -1 10
A=|1 -2 1| eB:= 015
1 -1 1 2 37
5.4) Determine as matrizes inversas de:
1 1 -3 ;?_éé [ -1 0 4
a) |2 1 01]. b) c) 1 -1 -9
1 -1 2 s Ul 4 5 0
- 01 2 2 -
(2 3 4 1 0 2 f ; _; _g
d) |0 —4 2 e) |2 -1 3 f)
1 -15 4 1 8 Loz bl
- . 2 -3 -1 4
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5.2. Determinantes

5.1) Seja A = [aij] € Mexs(K). No desenvolvimento do det(A), quais os sinais

dos termos:

a) 113021032046055064 -

b) (23012045034056061 -

5.2) Calcule o determinante das seguintes matrizes:

o

-1 3

1 2 b)

|

S = NN
— O N O

—1

1 -1

-1 0

0 -1
01 1
3 3 =3
21 1
-2 0 1

5.3) Verifique que sao nulos os determinantes das seguintes matrizes:

xz

/
vy
z 2

a)

5.4) Sem calcular os determinantes, prove as seguintes igualdades:

ax + bx’
ay + by’
az + bz

b)

a1x + by + ¢y
asx + bay + co
asx + bsy + c3
a) — bll’ C1
a9 — bgl’ Co
as — b3l‘ C3

=2z a

a+b ¢ 1
b+c a 1
ct+a b 1

by
ba
bs

a1

a1
a2
as

C1

Co

C3
by

by
bs

&1
C2

a3 C3

5.5) Calcule o determinante das seguintes matrizes:

a) A

1 2 3
-1 0 3
-1 -2 0
-1 -2 -3

5.6) Resolva as seguintes equagoes:

n
n
n
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1 2 -3

3 2 —1

-2 0 =2

5 5 5 5
5 10 10 15 1

5 10 5 5

5 9 15 5

5 10 40 35
2 se i#£]

Ot Ot Ot O Ot




k00 -
a) |0 -1 1]=0. by | ¥
11k b
-1 1
1 1 1 1
1 1-2 1 1
c) |1 1 2—x 1 =0
1 1 1 n—x
-2 -1 -3
57) SejaA:=| -3 1 5
1 -2 3
a) Calcule det(A). b) Calcule A.
c) Calcule adj(A). d) Determine A~1.
1 2 2
5.8) Seja A:=| 2 3 4
1 57
a) Calcule det(A). b) Calcule adj(A).

c¢) Verifique se AA = det(A)I3x3. d) Determine A~1.

8 N ==

O~ =8

59) Considere a fun(;éo f : R3 - Rga (iB, Y, Z) — (fl(x7 Y, Z)a fZ(iB, Y, Z)a fg(flf, Y, Z))7
onde para cada i = 1,2,3 as funcoes f; : R®> — R sao definidas, respectiva-

mente, por:

fi(z,y, 2) =222 +*+32 , fo(z,y,2) := x+cos(z) e fs(z,y,z) = 2z+tg(y)).

a) Verifique que f nao é uma aplicagao linear.

b) Calcule o jacobiano da fungao f.

5.10) Utilizando a regra de Cramer, resolva os seguintes sistemas de equagoes:

20 —dy+2z = -7 r—y+z+t
a){ x+2y—4z = 3. b) ¢ 2z —y+2z—3t
3r—4y—6z = 5 T — 3y + 2z — 6t

r+2y+3z+4w =

o) 2r4+y+2z4+3w =
3r+2y+z2+2w =
dr+3y+2z2+w = —

Ot — —= Ot
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6. ESPACOS cOM PRODUTO INTERNO

6.1. Produtos internos. Normas

6.1) Verifique se as seguintes igualdades definem ou nao produtos internos em
R3:
a) (u,v) := uyv; + 2ugvs + uive + Usvy + U3V3.
b) (u,v) := 3ujv; — ugv9 — ugvy + 2ugvy + Sugvs.
6.2) Relativamente aos produtos internos definidos no exercicio anterior, deter-
mine (u,v), onde:
a) u:=(1,1,1) ev:=(1,2,3).
b) u:=(-1,0,1) e v := (—1,-2,0).

6.3) Em Ry[z], verifique se sdo produtos internos:

a) <p7 Q> = agby + a1b1 + apby.
b) <p7 Q> = iaobo + %albl —+ 2a2b2.

6.4) Verifique se as igualdades seguintes definem ou nao produtos internos:

a) (z,y) = (Z 337,> <Z yi>, no espago vectorial R".
=1 i=1

b) (z,y) := > x;y;, no espago vectorial R™.
=1

c) (x,y) == >_ ;;, no espago vectorial C".
i=1

d) (A, B) :== > aijbi;, no espaco vectorial M,,,(R).

ig=1
6.5) Considere as matrizes A, B € M,xn(R):

a) Prove que (A, B) := tr(A'B) é um produto interno, onde tr é o trago
da matriz.

b) Mostre que |tr(A'B)* < tr(A'A) tr(B'B).
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6.6) Sejam u, v e w vectores de um espaco euclidiano satisfazendo:

(u,v) = 2, (vw)y=-3 e (u,w)=>5

[ull = 1, [o|=2 e [uw|=T1.
Calcule:
a) (u+v,w+v).
b) (2v —w, 3u + 2w).
c) |lu+ol.
d) |lu—2v+ 4w|.

6.7) Sejam u, v e w vectores de um espago unitario satisfazendo:

(u,v) = 243, (Ww)=-3—i e (u,w)=>5—2i

ful = 1, foll=2 e [uwl]|=T.
Calcule:
a) (u+uv,w+wv)
b) (2v — w, 3iu + 2w)
c) ||u+vl.
d) ||lu—2v+ diw]|.

6.8) Considere o espago euclidiano R? com o produto interno canénico. Deter-
mine um vector normado e perpendicular ao vector (1,0, 2).

6.9) Considere no espago vectorial R? a base canénica (fixa) e o produto interno
canoénico. Dados os vectores:

u:=e —e+2 , vVi=ey—2e3 e w:=2e + e,

a) Determine um vector perpendicular a u e a v e de norma igual a v/10.

b) Determine um vector perpendicular a v e a w e de norma igual a v/15.

6.10) Determine para o produto interno canénico de R3, o seno e o coseno do
angulo formado pelos seguintes vectores:

a) a:=ae;+ex—e3 e b:=06e —3ex+es.

b) a:=e; —exa+2e3 e b:=2e + 2ey — bes.

6.11) Determine para que valores de «, sdo perpendiculares os seguintes vectores,
para o produto interno canénico de R3:

a) a:=2e; +aes+e3 e b:=4de; —2ey — 2es.

b) a:=—le; +2es+ae3 e b:= —bey — 2aey — 2e;.
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6.2.

6.1)

6.2)

6.3)

6.4)

Bases ortonormadas. Processo de ortonormalizacao

Considere definido em R? o produto interno canénico. Aplique o processo
de ortonormalizagao de Gram-Schmidt aos seguintes sistemas de vectores
linearmente independentes:

a) ((1,-2,2),(~1,0,1), (5,—3, ~7)).
b) ((1,0,2),(~1,1,1), (1, -3,0)).

Considere definido em Ry [x] o produto interno canénico. Aplique o processo
de ortonormalizacao de Gram-Schmidt aos seguintes sistemas de vectores
linearmente independentes:

a) (1,z,22).

b) (1,2 + 2?2, 3z?).

Considere o espago vectorial Ry[z] com o seguinte produto interno:

1
(p,q) = / pgdz,

1

em relagao a base canénica (1, z, z?).
Determine uma base ortonormada para o produto interno dado.

Considere o espaco vectorial Mays(R) com o seguinte produto interno:
(A, B) := tr(AtB),

em relacdo a base canonica (FEi1, F1g, Eo1, Eg) desse espago.
Determine uma base ortonormada para o produto interno dado.
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6.3. Produto externo e produto misto de vectores

6.1) Considere no espago euclidiano R? uma base ortonormada (fixa) (ey, s, €3).
Dados os vectores:

u:=e —ey+2e3 , vV:i=eys+2e3 € w:=e+ e

Determine:
a) uAv. b) v A w. c) wAw. d) u A (vAw).
e) (uAnv)Aw. f) (uAu)Aw. g) (u+v)Aw. h)uA(v+w).

6.2) No espago euclidiano R3, considere fixa a base (ej, e, e3) formada por vec-
tores normados e que fazem entre si angulos no valor de . Dados os vectores:

r:=e —e3 , Y:=—e +e e z:=—e+ 2e;s.
Determine:
a) a)rzAy. b)(xAy,z). ¢) (zAy)Az.
6.3) Considere o espaco vectorial real R3.

a) Verifique se as seguintes bases sdo bases directas:
1) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).
2) ((1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)).
3) ((1,1,1),(1,0,0),(1,1,0)).

b) Verifique se as seguintes bases sdo bases inversas:
1) ((1,1,0),(1,0,0),(1,1,1)).
2) ((1,0,0),(1,1,1),(1,1,0)).
3) ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)).

6.4) Sejam u e v vectores linearmente independentes, num espago euclidiano de
dimensao 3. Considere o vector w := (v A u) — v nesse espago.

a) Verifique se u L (v + w).
b) Mostre que § < Z (v, w) < .

c) Se ||v|| =1 e |[JuAv| =2, calcule ||w].

6.5) Considere-se o espago euclidiano R? e a base ortonormada (fixa) (e1, €2, e3)
e ainda a aplicagao f : R® — R3 definida por x — z A (e + €3 + e3).

a) Verifique se f ¢ um endomorfismo no espago R3.

b) Determine a matriz de f, em relagdo a base considerada.
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