UNIVERSIDADE DO ALGARVE

FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

Apontamentos
para

Linguagens Formais e Automatos

Curso de Informética (2°ano)
Daniel Graga

Ano letivo 2011/12






Conteudo

(1 Introducao|
(1. Motivacao| . . . . . . . . . . . . .
(1.2 Alfabetos e linguagens| . . . ... .. ... ... .. ..........
2__Automatos finitos|
2.1 Introducao|. . . . . . . . .. ...
22 Omodelo ... ... ... . . o
2.3 Linguagensregulares| . . . . . .. .. ... ... ... . .
2.4 Expressdesregulares| . . .. ... .. ... .. ... L L.
[2.5 Linguagens nao-regulares|. . . . . . .. .. ... ... .........
3 Linguagens livres de contexto|
[3.1 Automatosdepilhal . . . .. ... .. oo
3.2 Gramaticas livresde contextol . . . . . .. ... ... 0oL
[3.3  Linguagens que nao sao livres de contexto| . . . . . . . ... ... ...
4 Teoria da Computabilidade|
4.1 Maquinasde Turing|. . . . . ... ... .. ... ... ...
4.2  Tese de Church-Turing| . . . . .. .. ... ... ... .........
4.3 O problemadaparagem|. . . . . .. ... ... ... ...
IS Complexidade computacional|
5.1 Introducaol. . . .. ... ... ... . ...
B2 AsclassesPe NPl . . ... ... .. Lo
[5.3  Problemas NP-completos| . . . . . .. ... ... ... .........

DO =

W

15
22

25
25
30
34

39
39
47
55






Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O hardware informatico tem evoluido de forma espantosa, tendo seguido nas ultimas 4
décadas a Lei de Moore:

O poder de computacdo de um chip duplica a cada 18 meses

Por outras palavras, o poder de computacdo tem crescido de forma exponencial. Na
realidade esta lei ndo tem sido sé vdlida para a velocidade de processamento de um
CPU, mas também para outros dispositivos digitais: a memoria, o nimero de pixeis das
CCD’s das camaras digitais, etc.

Este desenvolvimento também se refletiu no software, com novas metodologias e
linguagens de programacao a progredir de forma muito acentuada, nio sendo dificil que
um engenheiro informadtico fique rapidamente desatualizado.

Torna-se portanto importante desenvolver um conjunto de conhecimentos basicos
sobre o que é computagdo, mas que sejam independentes do tipo de computador utili-
zado, ou da linguagem de programacio (se é C ou Prolog, etc.). E sobre estas questdes
que a teoria da computacao se debruca.

A teoria da computacdo € importante para um informético para lhe dar mais matu-
ridade intelectual. Por exemplo, permite compreender se novas solugdes tecnoldgicas
constituem pequenos melhoramentos (como o aumento do nimero de transistores no
CPU), ou se pelo contrdrio estas constituem auténticas revolucdes (como promete ser o
possivel desenvolvimento de computadores quanticos). Por exemplo, o primeiro virus
informético surgiu na década de 1970. No entanto a sua existéncia (e a forma de os
conceber) é conhecida desde a década de 1930, 40 anos antes desse evento, e mesmo
antes da utilizagc@o generalizada de computadores. Portanto a apari¢do de virus nao foi
surpresa para aquelas pessoas que tinham conhecimentos de teoria da computagdo (é
bem possivel que tenha sido uma dessas pessoas a programar os primeiros virus).

Outra caracteristica importante da teoria da computacio € que nos permite compre-
ender melhor os limites da Informética. Assim como um cirurgiao ndo é bom cirurgiao
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se ndo conhece os limites das técnicas cirtrgicas que aplica, o mesmo se podera dizer
de um informatico que ndo conhece os limites da programacao.

H4 problemas que se sabem serem impossiveis de resolver por meio de um com-
putador, mesmo que se pudesse esperar trilides de anos, e hd outros que embora sejam
resoliveis teoricamente, ndo o s@o na pratica porque exigem demasiado tempo ou me-
moria. A teoria da computagdo investiga e fornece resultados sobre estes problemas.

Do que € que isso lhe serve? Imagine, por exemplo, que o seu patrdo lhe pede um
programa para realizar uma determinada tarefa. Vocé tenta, mas ndo consegue. Vocé
pode sempre dizer ao seu patrdo que s6 conseguiu um algoritmo que leva dias ou meses
a resolver o problema dele, e mais nada, deixando-o a pensar que vocé € um informético
de segunda e que fez mal em té-lo contratado. Ou entdo pode explicar que ndo € possivel
desenvolver algoritmos eficazes para resolver este tipo de problemas e convencé-lo que,
em vez de despedi-lo, o melhor serd tentar apostar numa heuristica (um programa que
da uma resposta aproximada, em vez de exata), ou entdo outra abordagem.

1.2 Alfabetos e linguagens
Definicao 1.2.1. Um alfabeto é um conjunto finito e ndo-vazio de simbolos.

Em geral iremos utilizar letras gregas maitisculas para designar alfabetos. Por exem-
plo, podemos considerar £ = {0, 1} como sendo o alfabeto bindrio, ou ainda o alfabeto
IT= {$,%,a}. No, entanto, e seguindo a notagio usual na literatura, quando se conside-
rar um sO alfabeto, ele serd representado pela letra “sigma” maidsculo: X.

Definicao 1.2.2. Uma palavra sobre um alfabeto ¥ é uma sequéncia finita de simbolos
de X. O comprimento de uma palavra w sobre X € o numero de simbolos presentes em
w, denotado por |w|. Em particular a palavra vazia, denotada de &, é a palavra com zero
ocorréncias de simbolos.

Por exemplo, 010010 é uma palavra sobre o alfabeto bindrio X; = {0, 1} e da mesma
forma abracadabra é uma palavra sobre o alfabeto X, = {a,b,...,z}, com comprimen-
tos 6 e 11, respetivamente. Estritamente falando, a defini¢do de comprimento da palavra
w € incorreta, pois estamos a falar no nimero de ocorréncias de simbolos de X, e ndo
simplesmente no nimero de simbolos de w (por exemplo, abracadabra s6 tem Ssim-
bolos: a,b,c,d,r, mas hd 11 ocorréncias de simbolos de X, nesta palavra). Mas esta
€ uma notacdo normalmente utilizada que iremos manter. O conjunto das palavras de
comprimento k sobre X € dado por

vk — {ai...axla; € X, parai=1,...,k}.

Em particular, 2% = {g}. Por exemplo, se tomarmos ¥ = {0,1}, tem-se X = {&},
r!' ={0,1}, 2% = {00,01,10,11}, X3 = {000,001,010,011,100, 101,110,111}, ...

2
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Como uma palavra ndo tem comprimento fixo, o conjunto das palavras sobre X,
designado por X*, € o conjunto definido por:

=g =xuzlur?u...
k=0

Como iremos utilizar frequentemente o conjunto dos nimeros inteiros nao-negativos,
vamos assumir nesta cadeira, como usual na teoria da computagdo, que N ={0,1,2,...}.
Note-se que esta notacdo difere da tradicionalmente utilizada em Portugal, em que
N={1,2,...} eNg={0,1,2,...}.

As vezes também vamos utilizar um expoente num simbolo ou palavra. Em geral a
notagdo w¥, para k € N e w € X*, designa a palavra

Wk =wWw...w.
———

k vezes
Por exemplo, 0° = 000, (10)? = 1010, (101)° = &.
Definicao 1.2.3. Dadas duas palavras x = xy...Xg, Yy = Y1 ...y, sobre X, definimos a sua

concatenagdo xoy (também representada simplesmente como xy) como sendo a palavra

X1eo o XEY1 oo Ym-

Nos exemplos que se seguem £ = {0,1}. Por exemplo, dadas palavras u = 1011 e
v = 11, definidas sobre ¥ = {0, 1}, tem-se uv = 101111 e vu = 111011 (note-se que a
ordem pela qual se faz a concatenagdo importa!).

Definicao 1.2.4. Dada uma palavra x = xj...xg, a sua palavra reversa é x escrita ao
contrério, i.e. é xR = Xp...X1. Sex = iR, x diz-se um palindromo.

R

Por exemplo, u® =1101 e VR = 11. Além do mais, como v = 11 =R, concluimos

que v é um palindromo.
Definicao 1.2.5. Uma linguagem sobre um alfabeto X é um subconjunto L de X*.

Por exemplo, L = {1,11,111} é uma linguagem sobre X, assim como o conjunto
vazio @, ou o conjunto {w € X*|w tem o mesmo nimero de ocorréncias de 0’s do que
1I’s}. No entanto, L = {a,b,c} ja ndo é uma linguagem sobre X.

Definicao 1.2.6. Sejam A e B linguagens sobre o alfabeto ¥. Definimos as seguintes
operacdes cujo resultado sdo também linguagens sobre X.

e Unido: AUB={xcX*|x€ Aouxec B}
e Concatenacio: AoB={xycX*(xcAeyc B}.

e Operador de fecho: A* = {xjx;...x; € X[k >0e x; € A}.
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Dito de outro modo, A* é o conjunto de todas as palavras que podem ser obtidas
concatenando palavras de A tantas vezes quantas quisermos. Definimos também

Ak:Ao...OAz{xlxz...xk62*|x,~EA}

k vezes

para k € N.
Por exemplo, tomando A = {10,11}, B= {0,111}, tem-se

AUB={0,10,11,111}
AoB=1{100,10111,110,11111}
A* ={£,10,11,1010,1011,1110,1111,101010,101011,...}

A’ = {g}
Al ={10,11}
A% ={1010,1011,1110,1111}

(concatenando zero palavras de A, obtém-se sé a palavra vazia. Concatenando uma
palavra de A, obtém-se as palavras 10 e 11. Concatenando duas palavras de A, obtém-se
1010,1011,1110,1111. Concatenando trés palavras de A, obtém-se ... ).

Se estiver definida uma ordem sobre X, podemos definir a ordem lexicogrdfica em L*
como sendo a mesma ordem que ¢ utilizada num dicionério, exceto que palavras mais
curtas precedem palavras mais longas. Por exemplo, a ordem lexicografica sobre {0, 1}
¢ dada por (assumindo que ja temos a ordem definida por 0 < 1 sobre este alfabeto)

e<y0<y1<y00<y01<x10<x11<y000<y...

Formalmente diz-se que u <y v, para u,v € X* se |u| < |v|, ou se |u| = |v| entdo existe k
talque u; =v;parai=1,....k—1e u; <.
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Automatos finitos

2.1 Introducao

Uma questdo essencial da Teoria da Computagdo é: o que € um computador? Parece
uma pergunta trivial, mas um computador é uma maquina muito complexa, e ndo € fa-
cil inferir sobre as suas capacidades e limitacdes. Por essa razdo utilizamos modelos
idealizados destas maquinas, retendo apenas as caracteristicas essenciais do seu funcio-
namento, obtendo assim resultados que sao vélidos para qualquer tipo de computador.
Nesta cadeira vamos estudar 3 modelos de computac¢do, cada um com mais poder
computacional do que o anterior. Grosso modo, os 3 modelos que vamos estudar sdo
constituidos por dois elementos: uma memoria; uma estrutura de controlo que pode
aceder ao input e 2 memoria, e que executa instrucdes pré-determinadas (o programa).
Na pratica, esta estrutura de controlo corresponde ao microprocessador num compu-
tador. Os trés modelos utilizam o mesmo tipo de estrutura de controlo, e a diferenca
fundamental (mesmo que o ndo pareca a primeira vista) € no tipo de memoria utilizado.
Os trés modelos sdo, por ordem crescente de capacidades computacionais: auto-
matos finitos (memdria limitada), automatos de pilha (memoria ilimitada, mas do tipo
LIFO: last in, first out), e maquinas de Turing (memoria ilimitada de acesso aleatdrio).

2.2 O modelo

Os autématos finitos consistem na idealiza¢do de um computador que tem acesso apenas
a uma quantidade limitada de memoria. Na pratica, computadores desse género podem
ser utilizados para controlar um elevador, as portas autométicas de um supermercado, o
dispositivo de injecao de um motor de combustao interna, etc. (a quantidade de memoria
¢ fixa e ndo € possivel em geral aumenta-la). Normalmente iremos representar automa-
tos finitos por meio de diagramas, por ser mais facil compreendé-los desta forma. Um
exemplo de autémato finito deterministico (AFD) pode ser encontrado na Fig. [2.1]

Um AFD € constituido por vérios estados, representados pelas bolas amarelas. Tem

5
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Figura 2.1: Um exemplo de autémato finito deterministico.

sempre um estado inicial, identificado pelo tridngulo a sua esquerda, que no caso deste
autémato € o estado gg. Podera ter 0, 1, ou mais estados finais, que sdo identificados
através de um circulo dentro do estado. No caso do AFD da Fig. [2.1] existe um s6
estado final, o estado ¢g3. Associado a um AFD esta sempre um alfabeto X. No caso do
exemplo, o alfabeto é X = {0, 1}. Dado um estado, terd de haver sempre uma transi¢do
para outro estado (possivelmente ele proprio) associada a cada elemento de X. No nosso
exemplo, dado um estado, terd de existir sempre uma transi¢do (representada por uma
seta) associada ao elemento O e outra associada ao elemento 1. Todas as possiveis
transi¢cdes tém de estar definidas num AFD.

Um input para um AFD é uma palavra em X* que sera aceite ou rejeitada pelo AFD.
Vamos ver com um exemplo, como é que um AFD trabalha. Consideremos o AFD da
Fig. 2.I)com o input w = 0110. Inicialmente a computagdo comega no estado inicial,
qo. O AFD I¢ o primeiro simbolo de w, que € um 0. As regras de transicao determinam
que do estado gg com um 0, nos mantenhamos no estado gg. Depois lemos o simbolo
seguinte do input, que € um 1. Entdo passamos para o estado ¢;. Lendo o simbolo
seguinte de v, um 1, transitamos para o estado g;. Finalmente lemos o ultimo simbolo
de w, e a respetiva regra de transicdo diz para nos mantermos no estado g,. Neste
momento a computacdo acabou. A palavra w serd aceite se a computagdo acabou num
estado final, e serd rejeitada caso contrario. Como ¢, nao € estado final, a palavra w é
rejeitada. Se tomdssemos como input v = 1011, esta palavra j4 serd aceite. Nao € dificil
verificar que este AFD aceita todas as palavras bindrias que contenham pelo menos trés
I’s, e rejeita todas as restantes.

Esta descri¢do por meio de diagramas € a que serd normalmente utilizada nos exer-
cicios. A “memdria” de que falamos na Seccdo [2.1] estd implicitamente codificada nos
estados. Por exemplo, no AFD da Fig. o estado gp memoriza o facto de que ndo
apareceu nenhum 1 no input até ao presente momento, o estado ¢g; memoriza o facto
que ja apareceu exatamente um 1, e o estado g3 que j4 apareceram trés ou mais 1’s no
input.

Formalmente, um AFD pode ser descrito da seguinte forma.

Definicao 2.2.1. Um autémato finito deterministico é um 5-tuplo (Q,X,6,qo, F), onde
1. Q é um conjunto finito, o conjunto dos estados;

2. ¥ é um alfabeto;
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3. 0: QXX — Qéafuncdo de transicdo;
4. qo € Q é o estado inicial,

5. F C Q¢ o conjunto dos estados finais.

Utilizando esta notacdo, um AFD funciona da seguinte forma. Dada uma palavra
w = wi...w sobre X, comecamos no estado inicial gg € vamos ver que novo estado d4
a fun¢do de transi¢do para este estado e para o simbolo wy. Se 6(qo,w;) = ry, deste
novo estado rq, vamos ler o simbolo seguinte w, da palavra w, obtendo o novo estado
rp = 6(r1,w2). Repetimos este processo até chegar ao dltimo simbolo de w. Af 0 novo
estado serd ry = §(rx—1,wx) € o0 AFD para. Se ry é um estado final, entdo o AFD aceitou
w, caso contrdrio rejeitou a palavra. Formalmente:

Definicao 2.2.2. Sejam M = (Q,%,6,qo0, F) um autémato finito deterministico e w =
wi...w uma palavra sobre X. Entdo M aceita w se existe uma sequéncia de estados
ro,71,..., 1 tal que:

1. ro = qo;
2. 8(ri,wir1) =ri parai=0,....k—I;

3. i €F.

Definicao 2.2.3. Dizemos que o autdmato finito M reconhece a linguagem L se L =
{w|M aceita w}.

Por exemplo, a linguagem associada ao AFD da Fig.[2.1]¢é
L={we{0,1}"| wcontém pelos menos trés ocorréncias de 1’s}.

Note-se que, em AFD’s, cada passo da computacido é deterministico: dado o estado
atual e o préoximo simbolo a ser lido, sabemos exatamente qual serd o préximo estado.
No entanto, muitas vezes serd Util permitir ndo-determinismo. Numa mdaquina nao-
deterministica, dado um estado atual e um simbolo, poderao existir vdrias escolhas para
o proximo estado (a palavra vdrias inclui o caso em que s6 hd uma ou nenhuma escolha).
Um exemplo, de autémato finito ndo-deterministico (AFND) é dado na Fig.[2.2] Como
se pode ver, hé estados que admitem mais do que uma transi¢do para um dado simbolo
(por exemplo, o estado ¢g; admite transicdes para os estados g; € g» com o simbolo
1), e ha estados que ndo admitem transi¢des para certos simbolos (por exemplo, o es-
tado gog ndo admite transi¢des para o simbolo 1). Esta € a caracteristica fundamental do
nao-determinismo: a possibilidade de vérias transi¢des para um dado estado e simbolo.
Como o nao-determinismo € uma generalizacdo do comportamento deterministico, con-
cluimos que todo o autdmato finito deterministico é também ndo-deterministico.
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Figura 2.2: Um exemplo de autémato finito ndo-deterministico.

Quando héd mais do que uma possibilidade de transi¢do para um dado estado e sim-
bolo, hd também mais do que uma possibilidade de computagdo. Por exemplo, no au-

tomato da Fig. 2.2] se tomarmos como input a palavra v = 01, hd duas computagdes

.o 0 1 0 1 .
possiveis: go — g1 — ¢1 € g0 — q1 — ¢». Para uma palavra ser aceite por um

AFND, € preciso que exista pelo menos uma computacdo que acabe num estado final.
A computagdo ndo pode acabar a meio do input (por exemplo, no autémato da Fig.[2.2]

a palavra 00 € rejeitada, ja que temos g N q1, mas de ¢g; j4 ndo podemos fazer nada
com o 0 seguinte do input — a computacao “morre” a meio do input, pelo que ndo é con-
siderada). No exemplo anterior, a palavra v € aceite pelo AFND porque as duas compu-
tagdes acabam ambas num estado final (mas bastava uma das computacdes acabar num
estado final para a palavra ser aceite). No entanto, a palavra 1 ja ndo € aceite (ndo existe
nenhuma computacdo associada a esta palavra e, em particular, ndo existird nenhuma
computacdo que acabe num estado final), mas a palavra 010 ja é aceite (ha duas com-
putacdes associadas a esta palavra: gg N q1 N q 9, q0 € qo N q1 1, q 9, q2.
Como a ultima computacao acaba num estado final, a palavra € aceite).

Na defini¢do de um autémato finito ndo-deterministico, iremos também introduzir
mais uma caracteristica que € comum na literatura, e que se pode mostrar ndo alterar a
capacidade computacional deste modelo: a possibilidade de ter transi¢des com a palavra
vazia &. Um exemplo, é dado na Fig. [2.3] que ¢é basicamente o AFND da Fig.[2.2] com
mais uma transi¢ao que utiliza a palavra vazia.

Normalmente, dada uma palavra em X*, a palavra vazia ndo aparece 14 diretamente.
Por exemplo, se X = {0,1}, qualquer palavra em X* s6 terd 0’s e 1’s. No entanto, a
palavra vazia € pode ser sempre acrescentada “a vontade”, porque nao altera a palavra.
Por exemplo, 010 = €010 = €010 = €010 = e0ele0eee = ... .. Portanto, se quisermos
ver se 010 € aceite por um AFND que tem uma transi¢do com a palavra vazia, temos de
considerar, para além da palavra 010, todos os seus “desdobramentos” que contenham
a palavra vazia, e depois computamos como se & fosse um simbolo igual aos outros.
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Figura 2.3: Um exemplo de automato finito ndo-deterministico com transic¢ao utilizando
a palavra vazia &.

Por exemplo, para o desdobramento 010 e para o AFND da Fig. [2.3] s6 temos uma

computacao: qo 9, q1 N q2 N g0 — ¢1. Como o dltimo estado é final, a palavra
010e € aceite. A palavra 010 € aceite se pelo menos um dos seus “desdobramentos”
¢ aceite. Como neste caso 010 admite um desdobramento que € aceite (010e. Outro
desdobramento seria a propria palavra 010), a palavra 010 serd aceite pelo AFND da

Fig.2.3]

Formalmente:

Defini¢do 2.2.4. Um autémato finito ndo-deterministico é um 5-tuplo (Q,X,8,qo, F)
onde

1. Q é um conjunto finito de estados;

2. X é um alfabeto;

3. 6: 0 x (XU{e}) = P(Q) ={A|A C Q} é a fungdo de transigdo,
4. go € o estado inicial;

5. F C Q € o conjunto dos estados finais.

Como ja mencionamos, num AFND podem existir varios caminhos de computa¢ado
para uma palavra w € X*. Essa palavra € reconhecida se existe pelo menos um caminho
de computagdo que acaba num estado final.

Definicdo 2.2.5. Seja M = (Q,X,8,qo, F) um autémato finito ndo-deterministico e w
uma palavra sobre X. Entdo M aceita w se w pode ser escrita como w = wy...wy €
Y U{e} e se existe uma sequéncia de estados ro,ry,..., 7 tal que:

1. ro = qo;
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2. riy1 €6(ri,wiy1) parai=0,....k—1;

3. . €F.

Da mesma forma, podemos dizer que M reconhece a linguagem L se L = {w|M
aceita w}. Obviamente que todo o AFD é também um AFND. Apesar de poder parecer
a primeira vista que AFND’s tém mais poder computacional do que os AFD’s, tal ndo é
verdade, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 2.2.6. Seja L a linguagem reconhecida por um automato finito ndo-determi-
nistico. Entdo existe um automato finito deterministico que reconhece a mesma lingua-
gem L.

Demonstracdo. Seja N = (Q,X,68,qo, F) um AFND que reconhece L. Queremos cons-
truir um AFD M que reconhece L. Primeiro assumimos que ndo existem transi¢oes
utilizando a palavra vazia &. Vamos construir M = (Q',%,8',q(,, F') da seguinte forma:

2. ParacadaR € Q' e a € L, toma-se

&' (R,a) = U {6(r,a)}.

reR

3. qo=1{q0}-

4. F' ={R € Q'|R contém um estado final}.

Nao é dificil ver que M reconhece L. Falta-nos agora ver o caso em que as transi¢oes
podem utilizar a palavra vazia €. Para isso vamos definir para cada estado R de M um
conjunto E(R) de estados que podem ser alcancados a partir de transi¢cdes com &, tendo
o cuidado de incluir os proprios membros de R. Formalmente, se R C Q, entdo tomamos

E(R) = {q € Q|q pode ser alcangado com

0 ou mais transi¢des utilizando a palavra &}.

Posto isto, basta alterar &' e g, na definicdo de M para o seguinte: g, = E({qo}) e

&' (R,a) = | JE(6(r,a)).

reR

10
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Note-se que a demonstragdo do Teorema [2.2.6| ¢ construtiva: dado um AFND, essa
demonstracdo indica-nos um processo que nos permite obter um AFD que reconhece a
mesma linguagem. Para dar um exemplo, consideremos o AFND da Fig. [2.3] Vamos
utilizar o processo indicado na demonstra¢do do Teorema[2.2.6 para obter um AFD que
reconhece a mesma linguagem.

O conjunto dos estados do AFND é Q = {qo,41,92}. Entdo o conjunto dos estados
do AFD que lhe estd associado pela constru¢do anterior é

P(Q) =1{2.{q0}. {a1}.{a2}:{q0.91}. {90, 92} . {a1. 92}, {q0. 91,92} }.

Para simplificar a notacdo, e porque alterar o nome dos estados ndo muda a linguagem
reconhecida por um AFD, vamos antes designar os estados do AFD por

Q' =1{45-90-91-95-90.1-90.2-91.2-90.1.2 }- (2.1)

Como temos transi¢des com a palavra vazia, o estado inicial do AFD ¢é

g0 = E({q0}) = {9091} = g0,

(ndo se utilizou a notagdo g;, da demonstragio para o estado inicial, para ndo se confun-
dir com o estado g, de ). Os estados finais de Q' sdo aqueles que estdo associados
a um conjunto que contém um estado final. Por exemplo, ¢}, ndo estd associado a ne-
nhum estado e portanto ndo estd associado a nenhum estado final. Logo ¢, ndo € final
no AFD. Da mesma forma, q6 estd associado ao estado gg do AFND, que nao ¢ final,
logo g;, também néo ¢ final. Por outro lado, q{)’l estd associado aos estados gg, g1 do
AFND. Como pelo menos um deles € final (g1), entdo q()’ | serd um estado final no AFD.
Procedendo desta forma conclui-se que o conjunto dos estados finais do AFD ¢é

/ / / ! / / /!
F' ={41.92.90.1-902-91.2-90.12}-

Falta s6 definir as transi¢des no AFD. Note-se que, para cada estado de Q’, deverd estar
definida uma e uma sé transi¢do para cada simbolo de {0, 1}, e ndo haver4 transi¢des
para a palavra vazia. Se falhar alguma destas condi¢des, o autdmato obtido serd nao-
deterministico, o que ndo € o nosso objetivo. Por exemplo, tomemos o estado q/1,2’ que
estd associado aos estados g; e g do AFND. Quando tomamos o simbolo 0, o que
acontece para estes dois estados? ¢; ndo vai para lado nenhum (o conjunto formado
pelo resultado da transicdo € @) e g, vai para ele proprio e go (o conjunto formado
pelo resultado da transi¢do é {go,q2}). Agora unimos o resultado das duas transi¢des
para o simbolo 0 (@ U{qo0,92} = {q0,92}) e aplicamos o operador E a este conjunto (o
operador retorna o conjunto, mais os estados que podem ser alcangados utilizando uni-
camente transi¢des com a palavra vazia), sendo o resultado E({qo0,92}) = {40,91,92}-
Portanto, quando consideramos o estado q’1 , € 0 simbolo 0, o resultado da transi¢ao
serd o estado q6,1,2. Da mesma forma, se consideramos o estado q’l’2 e o simbolo 1, o
resultado da transi¢do serd o estado 61/1,2' Procedendo desta forma para todos os restan-
tes estados de Q’, obtemos as regras de transicdo. Portanto um AFD que reconhece a
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Figura 2.4: Autémato finito deterministico que reconhece a mesma linguagem que o
autémato finito ndo-deterministico da Fig.[2.2]

mesma linguagem que o AFND da Fig. serd o AFD representado na Fig. E pos-
sivel eliminar estados redundantes, que nunca podem ser alcancados a partir do estado
inicial e que portanto nunca aparecem numa computacao (por exemplo qf),z), e 1SS0 ndo
altera o resultado do Teorema

2.3 Linguagens regulares

Vimos na sec¢do anterior que a classe de linguagens reconhecidas por AFD’s e AFND’s
coincide. Por isso podemos apresentar a seguinte definicao.

Definicao 2.3.1. Uma linguagem L diz-se regular se é reconhecida por algum autémato
finito.

Vamos agora mostrar que a classe das linguagens regulares € fechada para as opera-
¢oes de unido, concatenacgdo e operador de fecho.

Teorema 2.3.2. A classe de linguagens regulares ¢é fechada para o operador de unido.
Por outras palavras, se A e B sdo linguagens regulares, também o serd AU B.

Demonstragdo. Sejam My = (Q1,X,61,q1,F1) e My = (02,X,02,92,F2) AFND’s que
reconhecem A e B, respetivamente. Entdo construimos um AFND M = (Q,%,6,qo, F)
que reconhece A U B da seguinte forma.

12
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1. 0 =01UQ>U{qo}, onde gp é um estado que ndo pertence a Q; nem a Q»
(acrescenta-se um novo estado inicial).

2. F = F{UF), (os estados finais sdo aqueles que jd o eram antes).
3. ¢ é definido da seguinte forma: paratodo o g € Q e todooa € XU{¢},

d1(g.a) seqe Q1
52(q,a) seq€ O
%) seq=qgopea#e
{91.2} seq=qoea=¢

6(q,a) =

(do novo estado inicial fazem-se transicdes com a palavra € para os antigos esta-
dos iniciais de M| e M,, mantendo todas as outras transi¢cdes de M| e M,).

]

Por exemplo, um AFND que reconhece a unido das linguagens reconhecidas pelos
autématos finitos das Fig.[2.2]e[2.3]é o dado na Fig.[2.5]

Figura 2.5: Automato finito ndo-deterministico que reconhece a unido das linguagens
reconhecidas pelos autématos das Fig.[2.2]e[2.3]

Teorema 2.3.3. A classe de linguagens regulares é fechada para o operador de con-
catenagdo. Por outras palavras, se A e B sdo linguagens regulares, também o serd
AoB.

Demonstragdo. Sejam My = (Q1,X,61,q1,F1) e My = (02,X,02,92,F2) AFND’s que
reconhecem A e B, respetivamente. Entdo construimos um AFND M = (Q,%,6,qo, F)
que reconhece A o B da seguinte forma:

13
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1. 0=01UQs.
2. go = q (o estado inicial do novo autémato € o estado inicial de My).
3. F = F; (os estados finais do novo autémato sdo os estados finais de M>).
4. 6 é definido da seguinte forma: paratodoo g € Qetodooa € XU{¢e},
61(q,a) seqe Qr1eqé¢ F
5(g,a) = 01(q,a) seqe Fiea#e¢
4= 01(qa)U{qx} seqeFiea=c¢
62(q.a) q€

(mantém-se as transi¢des, acrescentando transi¢cdes com a palavra & dos antigos
estados finais de M; para o antigo estado inicial de M5).

]

Por exemplo, se L e L, forem as linguagens reconhecidas pelos AFND’s das Fig.
e respetivamente, entdo o AFND da Fig. [2.6|reconhece L o L.

Figura 2.6: Este automato finito reconhece Lj o Ly, onde L; e L, sdo as linguagens
reconhecidas pelos autématos finitos das Fig.[2.2]e[2.3] respetivamente.

Teorema 2.3.4. A classe de linguagens regulares é fechada para o operador de fecho.
Por outras palavras, se A é uma linguagem regular, também o serd A*.

Demonstracdo. Seja N = (Q1,%,61,41,F1) um AFND que reconhece A. Vamos cons-
truir um AFND M = (Q,X,8,qo, F) que reconhece A* da seguinte forma:

1. OQ={q0}UQ;. O estado inicial g é novo e deve satisfazer go ¢ Q; (acrescenta-se
um novo estado inicial).
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2. F ={qo}UF (os antigos estados finais mantém-se finais, e 0 novo estado inicial
é também final).

3. ¢ é definido da seguinte forma: paratodo o g € Q e todo o a € XU {e},

01(q,a) seqeQreq¢ Fy

61(q,a) seqe Flea#e¢
5(g.a) =< 61(q,a)U{qo} seqeFiea=¢

{a1} g=qoea=¢

%) g=qoearte

(fazem-se transi¢Oes com a palavra € dos estados finais de N para o novo estado
inicial, e faz-se uma transi¢do com a palavra ¢ deste estado para o antigo estado
inicial).

[]

Por exemplo, se L; for a linguagem reconhecida pelo AFND da Fig. entdo o
AFND da Fig. reconhece L} (NOTA: E importante adicionar um novo estado inicial.
Nao basta tornar o estado inicial anterior num estado final, porque hé casos em que este
procedimento falha).

Figura 2.7: Autémato finito que reconhece L7, onde L; € a linguagem reconhecida pelo
autémato finito da Fig.

2.4 Expressoes regulares

Em certas aplicagdes informadticas, pretende-se procurar expressoes que satisfacam de-
terminado formato. Por exemplo, no ambiente MS-DOS, poderiamos invocar o co-
mando
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dir fx.x*

para procurar todos os ficheiros no diretério corrente que comecem pela letra “f” (um
comando similar para sistemas Unix seria o 1s). Outra aplicacdo serd procurar determi-
nada palavra num ficheiro de texto, etc. Isso pode ser modelado pela nocao de expressao
regular que passamos a introduzir.

Definicao 2.4.1. Uma expressdo regular sobre um alfabeto X € uma expressao a qual
associamos uma linguagem sobre . Uma expressao regular pode somente ser obtida
pelas seguintes regras:

1. Se a € ¥, entdo a € uma expressdo regular associada a linguagem {a},
2. e @ sdo expressdes regulares associadas as linguagens {¢} e @, respetivamente,

3. Se Ry e R, sdo expressoes regulares associadas as linguagens L e Ly, respetiva-
mente, entdo também sdo expressdes regulares (Rj UR»), (R1oR3) e (R]), estando
associadas as linguagens Ly U Ly, Lj o L e L7, respetivamente.

Por exemplo, o Unix (Linux) tem incluidas funcionalidades que lhe permitem tra-
balhar diretamente com expressoes regulares. Mais detalhes podem ser encontrados em
[HMUO6]. Na prética, e para simplificar a notacao, vamos utilizar as seguintes conven-
¢oes quando escrevermos uma expressao regular: (i) sempre que estamos a concatenar
duas expressodes regulares, omitimos o simbolo o; (ii) o operador de fecho tem prece-
déncia sobre os restantes operadores; (iii) o operador de concatenagdo tem precedéncia
sobre o operador de unido. Utilizando estas precedéncias, podemos eliminar muitos dos
paréntesis. Por exemplo, tomando ¥ = {0, 1}, a expressdo 001*0U 01 corresponde a
expressdo regular (0o0o (1*)o0)U (0o 1) (a ordem pela qual a concatenagdo ¢ feita
ndo importa). Palavras que estdo associadas a esta expressao regular sdo, por exemplo,
01, 000, 0010, 00110. A linguagem associada a 001*0 U 01 é dada por {w € {0,1}"|
w =01 ou w = 0010 para algum k € N}

Outra convengdo que serd usada frequentemente nos exercicios praticos € utilizar a
expressdo {a,b} para designar aUb. Por exemplo a expressdo 0{0, 1}* corresponde a
expressdo regular 0o (0U 1)*. Se o alfabeto utilizado for £ = {0, 1}, também escrevere-
mos 0X*.

Vamos agora mostrar que o poder descritivo das expressdes regulares é equivalente
ao dos autématos finitos.

Teorema 2.4.2. Uma linguagem é regular se e so se estd associada a alguma expressdo
regular.

Repare-se que o teorema tem um “se e s6 se” pelo que estamos a lidar com uma
equivaléncia. Vamos mostrar as duas implicagdes em dois lemas distintos.

Lema 2.4.3. Se uma linguagem estd associada a uma expressdo regular, entdo ela é
regular.
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Figura 2.8: Um autémato finito que reconhece a linguagem {a}.

Demonstragdo. Se a expressao regular for a para certo a € X, entdo o AFND represen-
tado na Fig. 2.8|reconhece {a}.

Se a expressao regular for g, entdo o AFND representado na Fig. reconhece {e}.
Para o caso de @, qualquer AFD sem estados finais reconhece @. Finalmente, o caso da
unido, concatenacao e operador de fecho ja foram todos tratados na seccao anterior.

A=)

Figura 2.9: Um autémato finito que reconhece a linguagem {&}.

]

Por exemplo, a linguagem associada a expressdo regular (00)* U 10 é reconhecida
pelo AFND da Fig. 2.10| (podiam-se ter utilizado as constru¢des anteriores para a con-
catenacdo e fecho, mas aqui procedeu-se a algumas simplificagdes para o AFND nao
ficar muito complexo).

Figura 2.10: Autémato finito que reconhece a linguagem associada a expressao regular
(00)* U 10.
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Lema 2.4.4. Se uma linguagem é regular, entdo ela estd associada a alguma expressdo
regular.

Demonstragdo. A demonstracdo vai ser feita com recurso a autémato finitos generali-
zados (AFG). Basicamente um AFG ¢ um AFND em que cada transi¢ao pode ter nao sé
um simbolo de X ou &, mas sim qualquer expressao regular sobre ¥. De resto, o aut6-
mato comporta-se como usualmente, exceto que cada transi¢ao pode ler logo um grupo
de simbolos do input. Uma descri¢do formal pode ser encontrada em [Sip05]. Para além
da caracteristica essencial de cada transi¢do poder admitir expressdes regulares, vamos
assumir, sem perda de generalidade, as seguintes condicdes:

e Um AFG tem s6 um estado final, do qual ndo partem transi¢des para outros es-
tados (se o autémato original nao satisfazer esta condicdo, pode-se converté-lo
noutro equivalente adicionando um novo estado g, que sera o unico estado final,
e transi¢Oes com a palavra vazia que vao dos “antigos” estados finais para gy).

e O AFG tem um estado inicial que ndo recebe transi¢des de nenhum outro estado
(se o autémato original ndo satisfazer esta condi¢@o, pode-se converté-lo noutro
equivalente adicionando um novo estado inicial g;, € uma transi¢do com a palavra
vazia que vai de g; para o estado inicial “antigo”).

e Entre dois estados, excetuando os casos mencionados acima, existe sempre uma
e uma s transi¢do (supde-se que a transicado de um estado para ele proprio com
a palavra & existe sempre, embora ndo seja representada nos diagramas. Se nao
existir nenhuma transi¢c@o entre dois estados distintos, cria-se uma nova transicao
associada a expressdo regular @, que ndao vamos representar mais a frente para
simplificar os diagramas. Se houver mais do que uma transi¢do, por exemplo, se
existirem duas transi¢des do estado g; para o estado g, uma associada ao simbolo
0 e outra associada a &, substituir essas transi¢des por uma sé que tem a unido
das expressoes regulares associadas as transicoes anteriores. No exemplo ante-
rior, passaria a existir uma so transi¢do do estado g; para o estado g, que estaria
associada a expressao regular € U0).

O processo para obter uma expressdo regular associada a linguagem reconhecida
por um AFND serd o seguinte: (i) converter o0 AFND para um AFG com k estados
U (k > 2, pois terd de ter um estado inicial e um estado final) utilizando os passos
anteriores (ii) utilizar um processo (que serd introduzido de seguida) que, para k > 2,
permite determinar um AFG Uj_;, equivalente a Uy, mas que tem s6 k — 1 estados.
Repetindo recursivamente o passo (ii), obtemos um sequéncia de AFG’s equivalentes
U, Uy_1,...Ur. Quando obtivermos o AFG U», que s6 terd o estado inicial e o estado
final, e uma unica transi¢do entre estes estados, a expressao regular associada ao AFND
original serd a expressao regular associada a esta transi¢do de U,.

Falta s6 determinar o processo que permite converter Uy em Uj_| para k > 2, e
mostrar que tem as propriedades desejadas.
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Como U, tem k > 2 estados, hd pelo menos um estado que ndo € inicial nem final.
Seja g, um desses estados, que vamos remover para obter Uy_;. Mas para fazer isso
vamos ter de “reparar’” as transi¢des para que os AFG se mantenham equivalentes. Su-
ponhamos que em Uy, o estado g; vai para o estado g, através da expressdo regular Ry,
g, vai para ele proprio através da expressdo R;, g, vai para g; através da expressio R3
e g; vai para g; através da expressdo Ry (ver Fig.[2.TT). Entdo a transi¢do do estado g;
para o estado ¢; no AFG U estard associada a expressdo (R;)(R2)*(R3) URj.

Q (R1)(R2)*(R3) U (R4)7©
qi 4

Figura 2.11: Suprimindo um estado na demonstra¢do do Lema[2.4.4]

E facil ver que se uma palavra w € aceite por Uj_1, ela também serd aceite por Uj.
Por outro lado, se w € aceite por Uy, tera de existir uma sequéncia de estados

Qinicial = 4iy — 4ip -+ = 4 final

associada a este input. Se esta sequéncia de estados ndo inclui ¢,, entdo é 6bvio que w
¢ também aceite por Uy_;. Se inclui o estado ¢,, existe uma primeira ocorréncia deste
estado na sequéncia, sendo o estado imediatamente anterior ¢;, € uma tltima ocorréncia,
sendo o estado imediatamente seguinte g;. A expressdo regular na transi¢ao de g; para
q; em Uj_ descreve todas as palavras que levam ¢; para g; em Uj. Portanto w serd
também aceite por Uj_. O

A demonstragao anterior € construtiva: dado um AFND, permite-nos obter uma ex-
pressdo regular associada a linguagem reconhecida por este AFND. Por exemplo, con-
sideremos o AFND da Fig.[2.12] Utilizando a construc¢do do lema anterior, concluimos
que uma expressao regular associada a linguagem reconhecida por este AFND ¢

(abUaaa*b)* o (e Uaaa®).

O processo que permite mostrar isso encontra-se esquematizado nas Fig. 2.13] 2.14]

2.15 e[2.16

Resumindo, as linguagens regulares admitem duas formas distintas, mas equivalen-
tes, de serem caracterizadas: uma através de maquinas (autématos finitos), e outra mais
descritiva (expressoes regulares).
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Figura 2.12: Exemplo de um AFND.

Figura 2.13: Obtengdo da expressao regular associada ao AFND da Fig.[2.12} passo 1.
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(=)

Figura 2.14: Obtenc¢do da expressdo regular associada ao AFND da Fig. [2.12} passo 2.

ab U aaa’b

Figura 2.15: Obtengdo da expressdo regular associada ao AFND da Fig. 2.12} passo 3.
A expressao “E” corresponde a palavra vazia &.
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Figura 2.16: Obtengdo da expressdo regular associada ao AFND da Fig. [2.12} passo 4.
A expressao “E” corresponde a palavra vazia &.

2.5 Linguagens nao-regulares

Em geral, para compreender quais as capacidades de um sistema, temos de ser capazes
de identificar as suas limitacdes. Nesta seccdo iremos apresentar um método que, em
certos casos, nos permite dizer que uma dada linguagem nao € regular. Por exemplo, a
linguagem

L={0"1"€ {0,1}"]k e N} (2.2)

parece ser ndo-regular, porque parece que necessitamos de ter acesso a uma quantidade
ilimitada de memdria para registar o nimero de 0’s que jd apareceram durante a leitura
do input, para depois comparé-los com o numero de 1’s que hao de aparecer. No entanto,
este argumento nao € suficiente para mostrar que L ndo é regular, pois existe sempre a
possibilidade de alguém inventar um método engenhoso que permita reconhecer L.
Podemos, no entanto, mostrar que L ndo € regular através do seguinte resultado.

Teorema 2.5.1 (Lema da bombagem). Se A é uma linguagem regular, entdo existe um
niimero p (o comprimento da bombagem) com a propriedade que se w é uma palavra
em A com comprimento maior ou igual a p, entdo w pode ser escrita como w = Xyz,
onde x,y,z sdo palavras e:

1. Para cadai €N, xy'z € A,

2' |y| 2 1;
3. |y < p.

Demonstracdo. Sejam M = (Q,X,6,qo,F) um AFD que reconhece a linguagem A e p o
numero de estados de M. Seja ainda w = w;...w,, uma palavra de A com comprimento
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n>p.Sejary,...,rp+1 asequéncia de estados que M segue para aceitar w. Esta sequén-
ciatemn+1 > p+ 1 estados. Como sé existem p estados, terd de haver dois estados
repetidos na sequéncia ry,...,r, 1. Suponhamos entdo que r; = ry, para j <k < p+1.
Se tomarmos x = wy...wj_1,y = Wj...Wi_1, € Z = Wk...w,, ndo € dificil ver que as 3
condi¢des do teorema sao satisfeitas. 0

Em geral, para mostrar que uma dada linguagem L ndo € regular, utilizamos uma
demonstrac@o por absurdo: supomos que L € regular, pelo que o Lema da bombagem
deveria ser vélido. Depois mostramos que uma das condi¢des do Lema da bombagem
ndo se verifica, pelo que temos um absurdo, o que implica que L ndo seja regular.

Por exemplo, vamos mostrar que a linguagem definida pela equagio (2.2)) ndo ¢é
regular. Suponhamos, por absurdo, que a linguagem L ¢é regular. Entdo existe um
comprimento da bombagem p que satisfaz as condi¢cdes do Lema da bombagem (nao
sabemos o valor desse p: pode ser 2, 7, ou mesmo 1000103. Por isso designamo-lo
simplesmente por ‘p’). Em particular, a palavra

w=01"= 0...0 1...1

p vezes p vezes

pertence a L e tem comprimento |w| = 2p > p (é importante fazer aparecer o p na
expressdo de w para garantir que tenha comprimento > p), pelo que se lhe aplica o
Lema da bombagem. Entdo podemos decompor w em w = xyz, onde x,y,z € {0,1}* sdo
palavras que satisfazem as condi¢des 1, 2 e 3 do Lema da bombagem. Pela condi¢io 3,
|xy| < p. Mas como xy constitui o inicio da palavra w, e como os primeiros p simbolos
desta palavra sdo 0’s, s6 pode ser
xy=0= 0...0
—~~
k vezes
com k < p. Em particular, isso implica que y s6 pode ser constituido por 0’s, isto é
y=0/= Qvg com j < k. Por outro lado, pela condi¢cdao 2 do Lema da bombagem,

j vezes

ly] > 1, pelo que j > 1. Isto implica que
xyz=07 0/ 0/ or k1P = 0P P,
NN N —
X y y Z

Como p+ j > p, concluimos que xy’z ¢ L. Mas isto é absurdo, pois se L é regular,
terd de satisfazer o Lema da bombagem e, em particular, a condi¢do 1 que implica que
xy’z € L. Entdo a nossa hipétese (L € regular) terd de ser falsa, isto é, L nao é uma
linguagem regular.

Apesar de nas aulas utilizarmos o Lema da bombagem para mostrar que uma lingua-
gem nao € regular, chama-se a aten¢ao que hd linguagens ndo-regulares (ver Exercicio
das folhas préticas) que satisfazem o Lema da bombagem. Por outras palavras, se
uma linguagem ndo satisfazer as condi¢des do Lema da bombagem, de certeza que ndo
¢é regular, mas se as satisfazer, pode ou ndo ser uma linguagem regular (nada se pode
concluir neste caso).

23



Capitulo 2. Autématos finitos

24



Capitulo 3

Linguagens livres de contexto

Vimos no capitulo anterior que nem todas as linguagens sao reconhecidas por autématos
finitos. Um exemplo € a linguagem introduzida em (2.2)). Por este motivo precisamos
de modelos computacionais mais poderosos que permitam, ao contrario dos autématos
finitos, utilizar uma quantidade ilimitada de memoéria. Uma aplicagdo deste tipo de
linguagem é, por exemplo, na compilacdo de linguagens de programacao.

3.1 Automatos de pilha

No capitulo anterior, introduzimos um tipo de maquina, com memoria limitada, que
reconhece as linguagens regulares: o automato finito. Em geral, um autémato finito
funciona segundo a descri¢cdo esquemadtica apresentada na Fig. Existe uma estrutura
de controlo, que representa os estados e as funcdes de transi¢do. Existe um input, e o
autémato vai lendo o input da esquerda para a direita, uma casa de cada vez, atualizando
a estrutura de controlo.

Estrutura de v
controlo olof1 |1 Input

Figura 3.1: Esquema de um autémato finito.

Agora vamos estender os autématos finitos, permitindo-lhe acesso a uma quantidade
ilimitada de memdria através de uma pilha (i.e. através de uma memoria de tipo LIFO:
last in, first out), originando os chamados autématos de pilha (AP). Este modelo funci-
ona como um AFND, com a diferenc¢a de incorporar uma pilha, tal como esquematizado
na Fig

Agora a regra de transicao nao depende apenas do simbolo atualmente lido no input
e do estado atual, mas também do simbolo lido no topo da pilha. Esta regra vai alterar
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Estrutura de Y
controlo olo| 11| Input
Y
a
b | Pilha
a
A~

Figura 3.2: Esquema de um autémato de pilha.

nao s6 o estado, como ja acontecia nos autématos finitos, mas também o simbolo que
estd no topo da pilha. Os AP também podem ser descritos através de diagramas. Um
exemplo é dado na Fig.[3.3]

Figura 3.3: Exemplo de um automato de pilha.

As transi¢Oes sdo representadas por expressoes do tipo a, b; ¢ ou, equivalentemente,
do tipo a,b — ¢ (que é, na minha opinido, mais clara, embora a notagdo com o ponto
e virgula seja a utilizada pelo software JFLAP). O simbolo a corresponde ao simbolo
atualmente lido no input, o simbolo b corresponde ao simbolo atualmente lido na pilha
(estd no topo da pilha). Osimbolo ¢ corresponde ao novo simbolo a escrever na pilha
e que substitui b. Por exemplo, a transi¢do mais a esquerda do AP da Fig. [3.3]diz que
quando se esté a ler € no input e £ no topo da pilha, estdo o € do topo da pilha deve ser
mudado para o simbolo $. Repare-se que estamos a permitir ndo-determinismo, assim
como a utilizag¢do da palavra vazia &, tal como se fez no caso dos AFND. Podemos ter
varias computagdes, dependendo das vérias possibilidades que as transicdes oferecem e
das vdrias possibilidades de incorporar € no input e na pilha.

Na realidade, o conteudo da pilha pode ser considerado como uma palavra s. Inici-
almente € a palavra vazia (a pilha esté vazia), mas cada vez que acrescentamos um novo
simbolo na pilha, este simbolo € concatenado a esquerda da palavra s. Logo o simbolo
do topo da pilha (que estd atualmente a ser lido) € o simbolo mais a esquerda de s. Por
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exemplo, o contetido da pilha do AP da Fig [3.2]é s = aba.... Como podemos sempre
acrescentar palavras vazias a vontade e, no fundo, como o que conta para as compu-
tacdes € o topo da pilha, vamos ter de considerar as computagdes referentes a palavra
aba... (ou seja, o topo da pilha é a) e as computagdes referentes a palavra eaba... (ou
seja, o topo da pilha € £). A computacdo funciona como nos AFND.

Vamos tomar como exemplo o AP da Fig. [3.3]e o input v = 1100. Inicialmente a
pilha esté vazia pelo que s = &. Para comecarmos uma computacdo do estado inicial,
€ preciso que o simbolo lido no input seja £. Entdo reescrevemos o input de forma
equivalente como v = £1100. Lemos o & do input, o € do topo da pilha, e a regra
de transi¢do diz-nos que devemos transitar para o estado g, substituindo o & do topo
da pilha por $ (esta transi¢do € tipicamente efetuada para marcar o fim da pilha com
um simbolo especial, que tomamos como sendo $), obtendo s = $. Depois lemos o
primeiro 1 do input (poderiamos também ler um ¢ para transitar para o estado ¢>. Mas
quando fossemos ler o 1 seguinte do input — e temos de ler todo o input — a computagao
“morria” porque ndo existe transicdo definida de g para o simbolo 1 pelo que este
ramo da computag@o ndo interessa). SO temos transi¢des a partir do estado g; se o topo
da pilha tiver um &. Mas s = $ = £$, pelo que podemos tomar a pilha como sendo
£$. Assim transitamos novamente para o estado ¢; e o simbolo & do topo da pilha foi
substituido por um 1, i.e. temos agora s = 1$. Por outras palavras, acrescentamos um 1
a pilha (fizemos uma operacao push). Lendo o 1 seguinte do input, de forma semelhante
ao caso anterior, vamos continuar no estado g e a pilha terd o contetido s = 118.

Agora ja ndo temos nenhum 1 no input. A unica forma de continuar a computacao é
utilizar as palavras vazias no input e na pilha, ou sejatomarv=¢&l1e00e s =£11$. Com
isto transitamos para o estado ¢, € a pilha continua a ter o conteido s = ¢11$ = 118$.
Agora temos duas possibilidades de transi¢do. Como o simbolo no topo da pilha ndo é
$, a dnica possibilidade de transi¢do € ler um O do input e um 1 da pilha. Este 1 da pilha
¢ transformado na palavra vazia &, pelo que s = €1$ = 13, ou seja extraiu-se o simbolo
1 do topo da pilha (fez-se uma operacao de tipo pop). Em geral, uma transi¢ao do tipo
a,e — b faz uma operacao de tipo push na pilha e uma transicao do tipo a,b — ¢ faz
uma operagdo de tipo pop na pilha — ver Fig.[3.4]e[3.5]

f

a,e—b

=00 [~ | >

(o0 [~ | ™

8
h

Figura 3.4: Efetuando uma operac¢do push numa pilha através de uma transi¢do do tipo
a,e —b.

Em seguida 1é-se o ultimo 1 do input, obtendo-se s = €$ = $. A computacio para

a palavra v = £11&00 acaba aqui, no estado g. Como ndo acaba num estado final, esta
computacdo nao aceita v. Mas ainda podemos continuar a computacao, para a seguinte
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a,b—e
e

=00 [~ | =
=00 [~ | ™

S| 09

Figura 3.5: Efetuando uma operacao pop numa pilha através de uma transicdo do tipo
a,b— e

variante de v = £11£00e. Neste caso 1é-se o ultimo ¢ do input e o $ da pilha (garante
que a pilha estd vazia) e transita-se para o estado gz. Como acabaram todos os simbolos
para esta variante do input, e o estado atingido € final, conclui-se que v € aceite, isto &,
aceitamos a palavra 0011.

Da mesma forma se conclui que as palavras g, 10, 111000, 1K0F s@o aceites e, por
exemplo, as palavras 0, 1, 01,0011,11000,110 sao rejeitadas pelo AP da Fig. Assim
podemos associar a este AP M uma linguagem, a constituida pelas palavras aceites por
M:

L(M) = {0F1% € {0,1}*|k € N}. (3.1)

Note-se que esta linguagem néo € regular (ja foi visto na Seccdo [2.5). Formalmente
um AP pode ser definido da seguinte forma.

Definicio 3.1.1. Um autémato de pilha é um 6-tuplo (Q,X,T",8,qo, F) onde:
1. Q é um conjunto finito (de estados),
2. X é um alfabeto (de entrada),
3. I' é um alfabeto (da pilha),
4. 6:0x (EU{e}) x (TU{e}) = P(O x (T'U{e})) é a funcdo de transigdo,
5. qo € Q € o estado inicial,
6. F C Q€ o conjunto dos estados finais.

Considere-se o automato de pilha M = (Q,%,I,6,q0,F). Uma palavra w € £* é
aceite pelo autémato de pilha M se w pode ser escrita como w = wy...w,, onde cada

w; € ZU{e}, e se existem sequéncias de estados ro, r1,...,r, € Q e de palavras so, S1,...,5, €

I'™* tais que as seguintes trés condi¢cdes sdo satisfeitas:
1. ro =qo e so = € (a computacdo comeca com o estado inicial e a pilha vazia);

2. Parai=1,...,n,tem-se (r;,b) € 6(ri_1,wj,a), onde s;_| = at e s; = bt para certos
a,b e 'U{e} et € T'* (a sequéncia de estados e de conteidos da pilha é uma
possivel computacio de M);
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3. r, € F (o ultimo estado é final).

Os dois primeiros passos correspondem a uma computa¢do do AP M (esta compu-
tacdo pode ou ndo acabar num estado final). A linguagem reconhecida por um autémato
de pilha M serd obviamente a linguagem

L(M) ={w € X¥|M aceita w}.

Definicao 3.1.2. Uma linguagem € livre de contexto se é a linguagem reconhecida por
algum autémato de pilha.

Teorema 3.1.3. Toda a linguagem regular é livre de contexto.

Demonstragdo. Se a linguagem L é regular, ela é reconhecida por um AFD M. Pe-
gando em cada regra de transi¢do de M, do tipo 6(q,a), basta altera-la para §'(g,a,&) =
{(6(g,a),&)} para obter um AP M’ que reconhece a mesma linguagem L. Na prética
isso equivalente a mudar o simbolo a em cima de uma seta de transi¢do num AFD (ou
AFND) para a,e — & para obter o AP correspondente. No fundo, este AP ndo usa a
pilha, pelo que se comporta como um AFND, reconhecendo a mesma linguagem que
M. []

Por exemplo, utilizando a constru¢io da demonstracdo do teorema anterior, conclui-
mos que a linguagem reconhecida pelo AFND da Fig. [2.2]¢é reconhecida pelo AP da Fig.
3.0

1,¢;¢

A

Figura 3.6: Um exemplo de autémato de pilha que reconhece a mesma linguagem que
o autémato finito da Fig

concluimos também que a classe das linguagens livres de contexto inclui estrita-
mente a classe das linguagens regulares, pois a linguagem dada por (3.1)) € livre de
contexto, mas ndo € regular.
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3.2 Gramaticas livres de contexto

No caso das linguagens regulares, demos duas caracteriza¢des equivalentes mas distin-
tas para esta classe, uma através de maquinas e outra através de expressoes. Vamos
fazer a mesma coisa para as linguagens livres de contexto. Ja vimos como podem ser
caracterizadas através de maquinas (utilizando os automatos de pilha), e agora vamos
ver como podem ser descritas de forma mais algébrica, através das graméticas livres de
contexto.

Antes de darmos a defini¢do formal de gramética livre de contexto, vamos ver um
exemplo de gramdtica livre de contexto, que designaremos de G :

A — 0A1
A— B
B—#

G consiste num conjunto de regras de substitui¢do (neste caso, 3 regras). Cada re-
gra tem um simbolo que aparece a esquerda da seta, designado de varidvel (G tem por
varidveis A e B), e a direita da seta existe uma palavra que € constituida por varidveis,
e por outro tipo de simbolos, os terminais (em G os terminais sdo os simbolos 0, 1,#).
Uma das varidveis é designada como sendo a varidvel inicial (nesta cadeira tomaremos
a convengdo de ser a varidvel que aparece a esquerda da seta da primeira regra. No caso
da gramdtica G| serd a varidvel A). Depois vamos gerando palavras comec¢ando com a
variavel inicial, e utilizando regras de G para ir expandindo, passo a passo, cada varia-
vel, até que o resultado sé contenha terminais. Assim € possivel gerar palavras sobre o
alfabeto dos terminais. Por exemplo, a palavra O#1 pode ser gerada pela gramética G,
ja que

A = 0A1 = 0B1 = O#1.

Da mesma forma, a palavra 000#111 também pode ser gerada pela gramatica G, pois
A= 0A1=-00A11 = 000A111 = 000B111 = 000#111.

Em geral, ja que s6 nos interessa o resultado final, e para ndo descrever todos 0s passos
intermédios, iremos escrever simplesmente A = 0004111 (i.e. 000#111 pode ser obtido
de A aplicando regras de G;). E ficil ver que a gramdtica G| gera exatamente todas as
palavras com o formato 0*#1¥, onde k € N. Portanto, podemos definir a linguagem da
gramatica livre de contexto G| como sendo

L(Gy) = {01 € {0,1,#}* |k € N}.

Note-se que, na definicdo de G, ha duas regras que t€m a varidvel A. Para simplificar a
notagdo, iremos fundir as duas regras numa sé, separando as palavras a direita das setas
pelo simbolo |’. Por outras palavras, iremos utilizar a seguinte descricao equivalente
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para Gy :

A — 0Al | B
B — #.

Vamos agora definir formalmente os conceitos que acabamos de introduzir.

Definicio 3.2.1. Uma gramadtica livre de contexto é um 4-tuplo (V,X,R,S ), onde:

1. V é um conjunto finito (de varidveis),
2. X é um conjunto finito, que ndo contém elementos de V (conjunto dos terminais),
3. RCVx (VUX)* é o conjunto das regras,

4. S (avaridvel inicial) € um elemento de V.

Para simplificar a notag¢do e aproximé-la da que ja introduzimos informalmente, se
AeV,ue (VUL)* e (A,u) €RR, entdo escrevemos esta regra como A — u. Novamente,
se houver duas regras A — u e A — v que comecem com A, entdo escrevemos

A—ulv.

Se x,y,u e (VUL)*, A€V, e A— uéumaregra da gramdtica, dizemos que xAy origina
xity, e escrevemos xAy = xuy. Escrevemos u = v se 4 = v ou se existe uma sequéncia
ui,uy,...,u; tal que

U= Ul = U= ... = U = V.

A esta sequéncia chamamos derivagdo de v a partir de u. A linguagem gerada por uma
gramédtica livre de contexto € o conjunto de todas as palavras que podem ser derivadas a
partir do simbolo inicial.

Definicao 3.2.2. A linguagem de uma gramdtica livre de contexto G = (V,L,R,S) é o
conjunto
L(G)={weZ*S = w}.

Por exemplo, a gramdtica G = ({S },{0,1},{S — 0S1,§ — &},{S }), onde as regras
podem ser escritas como
S —0S81]e,

origina a linguagem L(G) = {0¥1¥|k € N}. A gramitica dada pela regra
S —S

ndo origina nenhuma palavra, pelo que a linguagem desta gramatica livre de contexto é
Q.
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As vezes, dada uma gramatica G, € possivel ter duas derivagdes distintas de uma
palavra a partir do simbolo inicial. Por exemplo, a gramética definida com as seguintes
regras:

(EXPR) — (EXPR) + (EXPR) | (EXPR) x (EXPR) | (EXPR) |a

permite gerar a palavra a 4+ a x a através de duas derivagdes. Neste caso a gramdtica
diz-se ambigua.

Definicao 3.2.3. Uma palavra w diz-se ambigua na gramética livre de contexto G se
existem duas derivacdes distintas da palavra a partir do simbolo inicial. Neste caso
diz-se também que a gramdtica G € ambigua.

Muitas vezes é possivel transformar uma gramatica ambigua noutra ndo-ambigua e
que gera a mesma linguagem. No entanto, este procedimento nem sempre € possivel.

Tal como no capitulo anterior, temos um resultado que relaciona linguagens de gra-
maticas livres de contexto com linguagens livres de contexto.

Teorema 3.2.4. Uma linguagem ¢é livre de contexto se e so se é a linguagem de alguma
gramdtica livre de contexto.

A demonstracdo deste resultado vai ser dividida em duas partes.

Lema 3.2.5. Se uma linguagem é a linguagem de uma gramdtica livre de contexto,
entdo ela é reconhecida por um autémato de pilha.

Demonstragcdo. Aqui apenas iremos apresentar um esboco da demonstracdo. Os deta-
lhes formais podem ser encontrados em [S1p05], por exemplo.

Seja L(G) uma linguagem livre de contexto gerada pela gramética G. Vamos construir
um autémato de pilha que aceita uma palavra w se e s6 se w € L(G). A descri¢do
informal desse autoémato € dada pelos seguintes passos:

1. Meter o simbolo $ na pilha e depois a varidvel inicial de G.

2. Repetir os seguintes passos:

(a) Se o topo da pilha é um simbolo de varidvel A, de forma ndo-deterministica
selecionar umas das regras de G de expansdo para A e substituir A na pilha
pelos correspondentes simbolos da regra.

(b) Se o topo da pilha é um terminal a, ler o simbolo seguinte do input e
compara-lo com a. Se sdo iguais, repetir a regra 2, se sao diferentes, re-
jeitar (neste ramo de computacdo nao-deterministica).

(c) Se otopo da pilha € o simbolo $, ir para um estado final [ Oinput sera aceite
apenas se foi completamente lido].
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O

Lema 3.2.6. Se uma linguagem é reconhecida por um automato de pilha, entdo ela é
livre de contexto.

Demonstragdo. Seja P = (Q,%,T,6,q0, F) um automato de pilha. Queremos construir
uma gramatica livre de contexto G tal que w € aceite por P se e s6 se w € L(G). Antes
de construirmos G vamos assumir, sem perda de generalidade, que (i) P tem um Unico
estado final g fina (ver o exercicio @[), (i1) P esvazia a pilha antes de aceitar uma palavra
e (iii) cada transic@o adiciona ou retira um simbolo ndo-nulo da pilha (i.e. efetua uma
operacgdo push ou pop. Uma transi¢ao que substitua um simbolo por outro na pilha pode
sempre ser decomposta em duas transicdes deste tipo efetuadas sequencialmente). A
nossa gramdtica G terd a seguinte propriedade: para quaisquer estados p,q de P, existe
uma varidvel A, que gera todas as palavras que levam o estado p com a pilha vazia para
o estado ¢ com a pilha vazia. Neste caso, A vai gerar todas as palavras aceites por
P.

A gramitica G ¢ constituida pelas varidveis {A,,|p,q € Q} e a varidvel inicial é obvia-
mente A As regras de transi¢do sdo:

404 final

409 final

e Paratodos os p,q,r,s € Q,t€Tea,b X, se(rt) €d(p,ac)e(qe) €(s,b,t),
entdo introduzir a regra Ap; — aA,sb em G.

e Para todos os p,q,r € Q, introduzir aregra A,; — ApAry em G.

e Para todo o p, introduzir a regra A,, — £em G.

Esta gramética tem as propriedades desejadas, como se pode mostrar por indugdo (a
estrutura onde se aplica a induc@o depende do caso que estamos a considerar):
(1) (Demonstrag¢do por indugdo no nimero de passos da derivagdo de w a partir de A )
Queremos mostrar que se Ay, gera a palavra w, entdo w leva o estado p com a pilha
vazia para o estado g com a pilha vazia. Ocaso base € trivial, ja que consiste numa tnica
aplicagdo de uma regra de G para obter w. Logo a regra em causa sé pode ser do tipo
App — &, donde p = g, e € 6bvio que a palavra € leva o estado p com a pilha vazia
para o estado p com a pilha vazia. Suponhamos agora que o resultado € verdadeiro para
palavras geradas por < k aplicagdes de regras de G. Suponhamos que A, = w com
k 4+ 1 aplicacOes de regras de G. Entdo a primeira regra utilizada nessa derivagdo sera
Apg — aApsbou Ay, — ApAgy.
No primeiro caso teremos w = ayb, A, = y e y pode ser derivado de A,; com k apli-
cacdes de regras de G. Aplica-se portanto a hipétese de indugdo a y, pelo que P pode
ir com a pilha vazia de r para s (partindo do estado p, com o simbolo a vamos para o
estado r e metemos ¢ na pilha. Fazemos a computacdo de r a s utilizando y e, depois
de acabar essa computacdo, s6 temos ¢ na pilha. Lendo um b no input e o ¢ da pilha,
podemos apagar o ¢ da pilha e ir para o estado g). Além do mais, como A,; — aA,b,
tem-se que (r,1) € §(p,a,€) e (q,€) € 6(s,b,t), pelo que P pode ir com a pilha vazia de
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p para q.

No segundo caso teremos w = yz e A, =y, Arg = z com < k aplicacdes de regras de
G. Pela hipotese de indugao, P pode ir de p para r com a pilha vazia (lendo a porcao
y do input), e dai para g com a pilha vazia (lendo a porcao z do input), o que mostra o
resultado.

(2) Queremos mostrar que se w leva o estado p com a pilha vazia para o estado ¢ com
a pilha vazia, entdo w pode ser gerado a partir de A,,. A indugdo € feita no nimero
de passos da computagdo de P. O caso base (n = 0) ¢ trivial, j4 que se come¢amos
no estado p, ficamos no estado p. A unica palavra que consegue fazer isso é &, que
pode ser gerada pela regra A,, — . Suponhamos agora que o resultado € vélido para
computacdes de comprimento < k passos. Seja w uma palavra que leva o estado p com
a pilha vazia para o estado ¢ com a pilha vazia em k+ 1 passos. Ha dois casos a ter
em conta na computacdo de p para g com a pilha vazia: (a) No estado p ¢ inserido um
simbolo ¢ na pilha que fica 14 até ser removido na transi¢ao final que leva ao estado g;
(b) a propriedade anterior ndo se verifica, i.e. a pilha fica vazia numa posi¢ao intermédia
da computacdo.

No caso (a) sejam a e b os simbolos do input lidos no primeiro passo e ultimo pas-
sos, respetivamente, r o estado depois do primeiro passo, e s o estado antes do dltimo
passo. Entdo (r,1) € §(p,a,€), (q,€) € 6(s,b,1) e, pela defini¢do de G, A,; — aAsb.
Se w = ayb, entdo y leva o estado r com a pilha vazia (ou com ¢) para o estado s com
a pilha vazia (ou com ¢, respetivamente) em k — 1 passos. Logo aplica-se a hipétese de
inducdo e A,s = y, donde Apg = ayb = w.

No caso (b), seja r um estado intermédio em que a pilha estd vazia. Entdo € possivel
ir do estado p com a pilha vazia para o estado r com a pilha vazia, e dai para o estado
g com a pilha vazia, sendo estas duas computacgdes feitas em < k passos. Por hipétese
indugdo, A, = x, Arg = y, com w = xy. Mas entdo a regra A,; — AprAyg, valida para
este caso, da-nos A, = . O]

3.3 Linguagens que nao sao livres de contexto

Embora a classe das linguagens livres de contexto seja mais extensa do que a classe das
linguagens regulares, existem linguagens nao livres de contexto. Podemos mostrar isso,
por exemplo, através do seguinte resultado.

Teorema 3.3.1 (Lema da bombagem para linguagens livres de contexto). Se A é uma
linguagem livre de contexto, entdo existe um niimero p (o comprimento da bombagem)
com a propriedade que se w é uma palavra em A com comprimento maior ou igual a p,
entdo w pode ser escrita como w = uvxyz, onde u,v, x,y,z sdo palavras e:

1. Paracadai €N, w'xy'z € A,

2. vy > 1,
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Figura 3.7: Arvores de derivacio.

3. Jvxy| < p.

Demonstragdo. Seja G uma gramadtica livre de contexto que gera a linguagem A e seja
b o nimero maximo de simbolos no lado direito de uma regra. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que b > 2 (se houver uma regra A — B, ela pode ser substituida
por A — B|C, C — C|B).

Dada essa gramética, podemos fazer uma arvore de derivacdes a partir do simbolo ini-
cial §, e € facil verificar que cada vértice ndo pode ter mais de b filhos. Portanto, no
nivel 1 da drvore temos, no maximo, b folhas, no nivel 2, b folhas, e no nivel k, b¥
folhas. Logo, se a arvore que gera uma palavra tem profundidade < k, entdo a palavra
ndio pode ter comprimento superior a b*. Seja |V| o niimero de varidveis de G, e tome-se
p= blVI+2. Portanto qualquer arvore que gera uma palavra de comprimento > p terd
profundidade > |V| 4 2.

Seja w uma palavra de comprimento > p. Vamos utilizar o principio do pomba:ﬂ para
mostrar que w satisfaz as propriedades indicadas no teorema. Seja A uma arvore de
derivacdo da palavra w, tal que nenhuma outra arvore de derivacdo de w tenha menos
vértices do que A. Esta drvore terd profundidade > |V|+ 2. Entdo haverd um caminho
descendente de comprimento > |V|+ 2 em que aparecem pelo menos |V|+ 1 varidveis
(a ultima folha é um simbolo e ndo uma variavel). Pelo principio do pombal, nessa
sequéncia de simbolos haverd um simbolo R repetido, com duas ocorréncias nos ulti-
mos |V|+ 1 vértices que aparecem no caminho mencionado acima.

Dividimos a palavra w de acordo com a Fig. Cada ocorréncia de R tem uma subar-
vore debaixo dela. Na ocorréncia de cima de R, a subarvore gera a palavra vxy, enquanto
que a subarvore da ocorréncia em baixo de R gera x. Como ambas as arvores s3o ge-
radas pela mesma varidvel, podemos substituir uma subdrvore pela outra: substituindo

"Este principio afirma que se n pombos devem ser metidos em m pombais, com n > m, entio ha de
certeza um pombal com mais de um pombo.
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a arvore maior pela menor, obtemos uxz. Substituindo a drvore menor pela maior, de
forma iterada, podemos gerar a palavra uvxy'z para i > 2. Isto mostra o ponto 1 do
teorema.

Para obter a condi¢@o 2, temos de garantir que v € y ndo sdo ambas &. Se, por
absurdo, v =y = g, entdo w = uxz e podemos substituir a subdrvore da ocorréncia de
cima de R pela subarvore da ocorréncia de baixo de R. Esta drvore continua a gerar
w, mas tem menos vértices do que A, o que € absurdo (A € uma 4drvore minima de
derivacdo de w).

Para a condi¢do 3, como as ocorréncias que consideramos de R se situam nos tltimos
|V| + 1 vértices, entdo a subdrvore de R que gera vxy tem profundidade < |V|+2, e s6
pode gerar uma palavra de comprimento < plVIH2 = p. O]

Vamos agora dar um exemplo de como aplicar o Lema da bombagem (para lingua-
gens livres de contexto), para mostrar que uma linguagem nio € livre de contexto. O
procedimento € semelhante ao das linguagens regulares, mas agora ha mais casos a tra-
tar porque, para as linguagens livres de contexto, as condi¢des do Lema da bombagem
sdo um pouco mais complexas.

Seja

L= {01%0* € {0,1}*|k € N}. (3.2)

Vamos mostrar que esta linguagem nao € livre de contexto. Suponhamos, por absurdo,
que a linguagem L € livre de contexto. Entdo existe um comprimento da bombagem p
que satisfaz as condi¢cdes do Lema da bombagem. Em particular, a palavra
w=0"170"= 0...0 1...10...0
Ve dl

p VvezZes p vezes p vezes

pertence a L e tem comprimento |w| = 3p > p (é importante fazer aparecer o p na
expressao de w para garantir que w tenha pelo menos p simbolos), pelo que se lhe aplica
o Lema da bombagem. Entdo podemos decompor w em w = uvxyz, onde u,v,x,y,z €
{0,1}* sdo palavras que satisfazem as condigdes 1, 2 e 3 do Lema da bombagem. Pela
condigdo 3, [vxy| < p. Vamos considerar dois casos:

1. A palavra vxy comeca no primeiro bloco de 0’s da palavra w. Como vxy tem, no
mdaximo, p simbolos, s6 pode ser vxy =0...0 =0 ou vxy =0...01...1 = 0*1J
com j,k > 1. Pela condi¢@o 2, [vy| > 1. Logo v e y ndo podem ser simultaneamente
a palavra vazia €. Suponhamos, sem perda de generalidade, que v # & (se for
v = g, entdo terd de ser y # &, e um raciocinio semelhante aplica-se a y). Como
v é uma subpalavra (prefixo) de vxy, terd de ser v = 0' ou v = 01%, com ,i > 1.
Mas entdo

uvzxyzz = UVVXyyz

terd uma palavra com pelo menos p +1 zeros, seguido de, possivelmente um bloco
com 1’s e 0’s, seguindo-lhe um bloco de p 1’s, seguido de um bloco de p 0’s.
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Logo uv?xy*z ¢ L. Mas isto entra em contradicio com a condi¢io 1 do Lema da
bombagem.

2. A palavra vxy ndo comeca no primeiro bloco de 0’s da palavra w. Entdo vxy
comeca no bloco de 1’s, ou no segundo bloco de 0’s. Logo s6 pode ser vxy =
1...1=1% vxy=1...10...0 = 1%0/ ou vxy =0...0 =0/ com j+k > 1. Pela
condi¢@o 2, |vy| > 1. Logo v e y ndo podem ser simultaneamente a palavra vazia
&. Suponhamos, sem perda de generalidade, que v # & (se for v = ¢, entdo tera de
ser y # &, e um raciocinio semelhante aplica-se a y). Como v € uma subpalavra
(prefixo) de vxy, terd de ser v = 1, v =10 ouv =0, com/+i> 1. Mas entdo

uvayzz = uvvxyyz

comecard com um bloco de p 0’s, seguido de um bloco de p 1’s, seguido de uma
palavra com pelo menos p+1 1’se p+i 0’s, onde i +1 > 1. Logo uv?xy*z ¢ L,
mas isto entra em contradicdo com a condi¢do 1 do Lema da bombagem.

Como em ambos os casos chegamos a um absurdo, concluimos que a linguagem L
ndo € livre de contexto.

Apesar de nas aulas utilizarmos o Lema da bombagem para mostrar que uma lingua-
gem ndo € livre de contexto, novamente, ha linguagens ndo-livres de contexto (ver Exer-
cicio[58| das folhas praticas) que satisfazem o Lema da bombagem. Por outras palavras,
se uma linguagem nao satisfazer as condi¢des do Lema da bombagem (para linguagens
livres de contexto), de certeza que ndo € livre de contexto, mas se as satisfazer, nada se
pode concluir.
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Capitulo 4

Teoria da Computabilidade

Até agora abordamos dois modelos de computag¢do, autématos finitos e automatos de
pilha, que apesar de tteis, ndo sdo suficientemente poderosos para capturar o poder
computacional de um computador. Isso serd feito através de um modelo computacional,
a maquina de Turing, que iremos estudar neste capitulo.

Anteriormente, como vimos, os autdmatos finitos sdo modelos com uma quanti-
dade de memoria finita, enquanto que um autémato de pilha consegue aceder a uma
quantidade infinita de memoria, através de uma pilha. O problema é que se queremos
aceder a um simbolo que estd no fundo da pilha, vamos ter de fazer vérias operacao
pop, perdendo toda a informacao que estd por cima desse simbolo. Isso ja ndo acontece
se utilizarmos uma memoria de acesso aleatorio, e € por esta razdo que maquinas de
Turing sdo um modelo mais poderoso do que autématos de pilha. No entanto, quando
definirmos mdquinas de Turing, ndo vamos utilizar uma memoria de acesso aleatdrio,
mas sim uma fita onde podem ser lidos e escritos simbolos, sendo possivel mostrar que
este modelo tem o mesmo poder computacional que outros modelos que utilizam me-
morias de acesso aleatério (por exemplo, é equivalente as Random Access Machines,
etc. — ver Seccdo §.2)).

As linguagens aceites por maquinas de Turing sdo designadas de linguagens recur-
sivamente enumerdveis. Adicionando mais um requerimento, obtemos a classe das lin-
guagens recursivas. Tal como no caso das linguagens regulares e das linguagens livres
de contexto, as linguagens recursivamente enumeraveis e as recursivas admitem carac-
terizacoes de cardter mais algébrico (através de fungdes recursivas, do calculo lambda,
etc.), mas que ndo serdo abordadas nesta cadeira.

4.1 Maquinas de Turing

As méquinas de Turing sdo um modelo computacional introduzido em 1936 por Alan
Turing. E um modelo teérico que nos permite concluir resultados realistas sobre com-
putadores, especialmente acerca das suas limitagdes.

Uma mdquina de Turing é constituida por vérios elementos. Tem uma fita infinita,
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---|B|B|a1| |ak| |a,,|B|B|---

Figura 4.1: Uma mdquina de Turing.

dividida em células que contém simbolos de um alfabeto, e que é utilizada como memo-
ria (ver Fig. @.T). Existe também uma cabeca de leitura que sé pode ler uma célula de
cada vez e que estd ligada a uma estrutura de controlo que se encontra num determinado
estado, de entre n possiveis (na figura esse estado € g). Em cada momento a cabecga de
leitura 1€ o simbolo da célula onde esta posicionada. Dependendo apenas desse simbolo
e do estado atual, a maquina faz os seguintes trés passos simultaneamente: (i) atualiza
o estado atual; (i1) altera (ou ndo) o conteudo da célula que estd a ler; (iii) mantém a
cabeca de leitura no mesmo sitio ou, em alternativa, move-a uma célula para a direita
ou uma célula para a esquerda.

Como € que uma maquina de Turing (MT) aceita uma palavra w? Se w = ay ...ay,
entdo inicialmente os simbolos ay, ..., a, estio escritos de forma consecutiva em células
adjacentes, e supomos que as restantes células cont€ém um simbolo especial, o branco
(B na figura). A cabeca de leitura é colocada sobre a célula que contém a; (i.e. sobre o
simbolo mais a esquerda do input) e o estado é o chamado estado inicial. A partir deste
momento podemos comegar a computagdo, que vai sendo executada passo-a-passo até
atingir um estado final (caso em que o input w € aceite), ou que niao haja nenhuma
transi¢cdo definida (caso em que o input w € rejeitado). Pode acontecer que um input ndo
seja aceite nem rejeitado, i.e. a computacao pode continuar indefinidamente.

As MT podem ser definidas graficamente de modo semelhante aos automatos finitos
e aos automatos de pilha. Um exemplo é dado na Fig. 4.2]

Nesta figura (obtida com recurso ao software JFLAP), a seguinte notacdo € utilizada:
(i) o simbolo [] € o simbolo branco (ou seja [J = B); (ii) uma transicao tem uma etiqueta
do tipo a; b, M, onde a € o simbolo atualmente lido pela cabeca de leitura, b € o simbolo
a escrever na célula que contém o a, e M é o movimento que a cabeca de leitura vai
efetuar (na notacdao do JFLAP: L — left, R — right, S — stay). Nos diagramas das
aulas também vamos utilizar etiquetas do tipo a — b, M. Por exemplo, na transi¢ao que
vai de gg a g1, deve-se ler como: “se no estado gg € com a cabeca de leitura a ler o
simbolo 0, entdo substituir esse O por um X, mover a cabeca de leitura uma célula para
a direita, e mudar o estado para q;”.

O diagrama da Fig. 4.3] (obtida também com recurso ao software JFLAP) mostra os
primeiros 5 passos de computagdo da MT da Fig. .2]com input 001100. O que faz esta
MT? Ela aceita exatamente a linguagem

L= {01%0* € {0,1}*|k e N},
que vimos nao ser livre de contexto na Secgdo [3.3] Portanto as mdquinas de Turing
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Figura 4.2: Um exemplo de maquina de Turing.
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N
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Figura 4.3: Os primeiros 5 passos da computagdo da maquina de Turing da Fig. #.2]com
input 001100.
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0;0,L
q0 qt

Figura 4.4: Uma méquina de Turing cuja computagdo ndo para para o input w = 00.

conseguem reconhecer linguagens que sdo ndo regulares, nem livres de contexto. Como
funciona a MT? Ela aceita imediatamente a palavra vazia £. Se o input comeca por
um 1, ele é imediatamente rejeitado. Se comeca com um 0, marcamo-lo com um X e
procuramos o 1 seguinte a direita. Se ndo existir, a palavra é rejeitada. Se houver um
1, marcamo-lo com um Y. Agora procuramos um zero a direita desse 1. Se ndo existir,
o input € rejeitado. Se existir, marcamos o 0 com um Z. Agora voltamos para o inicio
da palavra (mais corretamente até ao primeiro X ja marcado — ndo interessa voltar mais
para trds do que isto) — e repetimos este processo até esgotar os zeros do primeiro bloco
de 0’s (é quando transitamos de gg para gs). Ai vamos percorrendo a palavra, garantindo
que jdndao ha 0’s e 1’s, isto é que s6 hd Y’s e Z’s, até chegar ao simbolo branco. Neste
momento sabemos que podemos aceitar o input. Se um input ndo deve ser aceite, entdo
ha sempre um ponto onde ja ndo ha é possivel efetuar mais transi¢des com este input,
pelo que ele € rejeitado.

Note-se que esta MT para sempre, aceitando ou rejeitando o input (diz-se que reco-
nhece a linguagem L), mas pode acontecer que para certos inputs uma MT nao pare. Por
exemplo, a MT da Fig. .4]ndo para para o input w = 00 (a cabega de leitura desloca-se
indefinidamente para a esquerda).

Vamos agora definir formalmente estes conceitos.

Definicio 4.1.1. Uma mdquina de Turing é um 7-tuplo (Q,X,T,6,4qo, B, F) onde:

1. Q € um conjunto finito (de estados),
2. X ¢ um alfabeto (dos inputs),

3. I' é um alfabeto (da fita), contendo o simbolo especial B (o simbolo branco), e
satisfazendo X C T,

4. 6: O xT'— QxI'x{D,E,P} é afungdo de transi¢do,
5. qo € Q € o estado inicial,

6. F € o conjunto dos estados finais.

No ponto 4 da defini¢do anterior D, E, P designam movimentos da cabeca de leitura:
uma célula para a direita (D), uma célula para a esquerda (E), ou entdo fica parada (P).
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Em cada momento da computa¢do apenas um nimero finito de células ndo terd o
simbolo B. Portanto, assumindo que a cabeca de leitura estd a ler uma certa célula,
o conteddo da fita a partir da primeira célula mais a esquerda que ndo contém um B
até a célula que a cabeca de leitura estd a ler, exclusive, pode ser escrito como uma
palavra v € ¥*. Da mesma forma, o contetdo da fita comegando a partir da célula lida
pela cabeca de leitura, inclusive, até a célula mais a direita que ndo contém o simbolo
B, pode ser codificado noutra palavra w € £*. Entdo se ¢; for o estado atual da MT,
o triplo (v,g;,w) determina completamente o estado atual da computac@o: conhecendo
apenas esta informacdo podemos continuar a computacdo sem quaisquer problemas. A
estes triplos da-se o nome de configuracoes. Por exemplo, no 3° passo da computagdo
indicada na Fig. a configuragdo correspondente é dada por (X0,q;,1100).

Repare-se que a uma dada configuragdo segue-se outra configuracao e por ai fora,
bastando para isso ir seguindo as regras de transi¢do da maquina de Turing, até chegar
a uma configuracdo (u,q,w) em que g é um estado final, a que se chama uma configu-
racdo aceitadora, ou até chegar a uma configuracao a que nao se lhe segue nenhuma
outra configuracao (a computagdo “morre” neste momento), chamada configuragdo re-
Jjeitadora. Uma configuragdo de paragem é uma configuracdo que € ou aceitadora, ou
rejeitadora.

Em particular, no inicio da computagdo, a configuragdo serd do tipo (&,go,w), onde
w € o input da MT. Este tipo de configuracdo é chamado de configuracdo inicial.

Definicao 4.1.2. Uma maquina de Turing aceita a palavra w € X* se existe uma sequén-
cia de configuracoes Cy,...,Cy tal que:

1. C; é a configuragdo inicial de M para a palavra w,

2. A regra de transicdo de M determina que a cada configuracio C; se siga a confi-
guragdo Ci 1,

3. Cy é uma configuragdo aceitadora.

A linguagem de M (ou linguagem aceite por M) € a classe
L(M) ={w € X¥|M aceita w}.

Definicao 4.1.3. Uma linguagem diz-se recursivamente enumerdvel (r.e.) se € a lingua-
gem de alguma maquina de Turing.

Por exemplo, as linguagens das MT das Fig. e sdo, respetivamente, {Ok 1%0k €
{0,1}*|k e N} e 2.

Repare-se que, no caso anterior, quando um input ndo € aceite podem acontecer duas
coisas: (i) o input € rejeitado; (ii) a MT nunca chega a parar. Como normalmente nos
da jeito que a MT pare ao fim de algum tempo, introduzimos a seguinte defini¢ao.

44



Linguagens Formais e Automatos - Daniel Graga

Definicao 4.1.4. Uma linguagem L diz-se recursiva se € a linguagem de alguma ma-
quina de Turing M, com a propriedade adicional que para qualquer w € £*, a compu-
tacdo de M com input w tem sempre de acabar numa configuracao de paragem. Neste
caso dizemos também que M decide L, ou ainda que M reconhece L.

Por exemplo, a MT da Fig. decide a linguagem {0¥1%0% € {0,1}*|k € N} da
Equagdo mas, apesar de @ ser a linguagem da MT da Fig. essa MT ndo decide
@, porque ha inputs (por exemplo, o input 0) que nunca chegam a uma configuracio de
paragem (por outras palavras, utilizando tempo finito e apenas a computacdo da MT,
nao conseguimos dizer se o input pertence ou ndo a linguagem).

Note-se que toda a linguagem recursiva € obviamente r.e., mas como teremos oca-
sido de ver mais a frente, o resultado reciproco nio é verdadeiro. O seguinte teorema
permite relacionar linguagens recursivas e recursivamente enumeraveis com as classes
de linguagens introduzidas nos capitulos anteriores.

Teorema 4.1.5. Toda a linguagem livre de contexto é também recursiva.

Demonstracdo. Se L é uma linguagem livre de contexto, entdo estd associada a uma
gramdtica livre de contexto G, com varidvel inicial S. A ideia € obter todas as possiveis
derivagdes a partir de §. No entanto, a demonstragdao formal ndo sera dada nas aulas
(hd o problema de alguns ramos de computagcdo poderem levar tempo infinito, e isto
implica que a demonstracdo seja um pouco mais complicada do que parece a primeira
vista), mas pode ser encontrada em [Sip05]]. ]

Note-se que a classe das linguagens livres de contexto estd estritamente incluida na
classe das linguagens recursivas, ja que a linguagem da Equagdo (3.2)) é recursiva, mas
ndo € livre de contexto.

As vezes teremos necessidade de computar uma fungio f : £* — X* com uma MT.
Por outras palavras, dada uma palavra inicial w € X*, queremos calcular a partir desse
input uma nova palavra f(w) € £*. Por exemplo, tomemos f : {0}* — {0}* como
sendo uma fungio que dada uma palavra 0f € {0}* retorna £(0%) = 0%, i.e. f duplica o
tamanho do input. Esta fun¢do é computada pela MT da Fig.[4.5] se utilizarmos a no¢ao
de computagdo indicada abaixo.

Definicao 4.1.6. Uma funcdo f : X* — ¥X* € computada por uma mdaquina de Turing M
se, para cada input w € X*, o seguinte acontece:

1. Se f(w) esta definido, entdo inicialmente a cabega de leitura estd a ler o simbolo
mais a esquerda do input. Para além do input, a fita s6 tem brancos. Depois
a computacdo € iniciada, e continua até chegar a uma configuracdo aceitadora.
Neste instante a fita conterd somente o resultado f(w) (o resto da fita s6 terd
simbolos brancos), estando a cabeca de leitura a ler o simbolo mais a esquerda de

fw).
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Figura 4.5: Mdaquina de Turing que duplica o tamanho do input, quando este é consti-
tuido s6 por 0’s.
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2. Se f(w) ndo esta definido, entdo a computa¢do com input w nunca chegard a uma
configuracdo aceitadora.

Note-se que a partir do momento em que computamos fungdes sobre X*, podemos
computar fungdes sobre outros dominios. Por exemplo, consideremos a fungdo f : N —
N tal que g(k) = 2k. Se tomarmos como alfabeto £ = {0}, entdo podemos representar
o niimero k por 0K em £*. Por exemplo, podemos representar o nimero 3 pela palavra
000 € X*. Utilizando esta representacdo dos niimeros naturais (representacio undria:
utilizamos um alfabeto com apenas um simbolo), concluimos que a MT da Fig.
computa g. Poderiamos também ter utilizado a representacdo bindria, por exemplo,
tomando X = {0,1}. Af o nimero 3 seria representado por 11, e terfamos de ter uma
MT que desse o resultado 110 para calcular a funcdo g, nesta representacao.

Também € possivel calcular funcdes com varios argumentos: basta codifica-los to-
dos na mesma palavra, utilizando um simbolo especial para separar diferentes argu-
mentos. Por exemplo, se queremos calcular a fungdo soma S : N> — N dada por
S (x,y) = x+y, podiamos representar cada argumento em bindrio, separando-os pelo
simbolo #, retornando o resultado em bindrio. Assim, uma MT que calculasse a fun-
¢do § com esta representacdo, com o input 11#101, deveria retornar o valor 1000 (pois
3+5=8).

4.2 Tese de Church-Turing

Uma pergunta que um engenheiro informético se pode colocar € a seguinte:

Dado um determinado problema, serd que existe um algoritmo (programa)
que o resolve?

A histdria, alids, comeca em 1900. Por ocasido da mudanca do novo século, um dos
mais famosos matematicos da altura, David Hilbert, apresentou no Congresso Interna-
cional da Matemadtica, em Paris, uma lista de 23 problemas matemaéticos em aberto que
ele julgava serem problemas fundamentais. O décimo problema consistia em saber se
existia um algoritmo para resolver determinada questdo. Na altura pensava-se que nao
existia nenhum algoritmo nessas condi¢cdes, mas a grande questao era como provar essa
conjetura.

Se pensarmos um pouco no assunto, verificamos que o principal problema € que nao
temos uma definicao precisa para a no¢do de algoritmo. Esta nocdo € sobretudo intui-
tiva: sabemos identificar um quando o vemos, mas ndo sabemos defini-lo exatamente.
E como tentar identificar um(a) mulher/homem bonita(o).

O que vdrios investigadores fizeram, sobretudo durante a década de 1930, foi for-
malizar o conceito de algoritmo. Vdrios cientistas levaram a cabo esta tarefa, obtendo
modelos mais ou menos abstratos, que ndo convenceram toda a comunidade cientifica.
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Mas, em 1936, com a sua maquina tdo simples e convincente, Turing conseguiu impor
o seu modelo.

De certo modo, o que Turing tentou capturar foi a esséncia do que € um ser humano
executando um algoritmo (na altura ndo haviam computadores). Um ser humano apenas
precisa de papel e 1apis para executar um algoritmo. A fita modela o papel. Os simbo-
los modelam o que € escrito no papel. Entdo um ser humano executando um algoritmo
estard em certo momento num “‘estado mental” (por exemplo, “e vai mais um”), e de-
pendendo desse estado mental, e da por¢ao que estd atualmente a ler do papel, podera
querer alterar o que 14 escreveu, ou mudar a sua atenc¢io para o texto que estd a direita,
ou a esquerda.

Para além da sua simplicidade e naturalidade, uma das razdes que possibilitou a acei-
tacdo generalizada da maquina de Turing como 0 modelo de computacdo que captura
a esséncia de algoritmo, foram diversos resultados que mostraram que todos os outros
modelos apresentados anteriormente eram equivalentes a maquina de Turing. Isso estd
refletido na seguinte afirmacgdo, que hoje é consensualmente aceite na comunidade ci-
entifica:

Tese de Church-Turing: Um problema pode ser resolvido através de um
algoritmo se e s6 se pode ser resolvido através de uma mdquina de Turing.

Note-se que esta afirmacdo ndo se pode provar, dai o nome de “tese” porque, como
j& vimos, a no¢do de algoritmo € informal. O que esta tese vem fazer € dar um sen-
tido preciso a nocdo de algoritmo. Nesta cadeira iremos sempre assumir que a tese de
Church-Turing € vélida.

Por esta razdo, a ndo ser que seja pedida uma descricao formal de uma MT (caso em
que se deve utilizar um diagrama ou a Defini¢do {.1.1)), iremos muitas vezes descrever
uma MT através de um algoritmo que especifique os seus passos, sem entrar em detalhes
de estados, etc. No entanto, a descricdo deve ser suficientemente precisa para ndo deixar
duvidas a quem estiver a ler a descricdo. Nao vale dizer “Com o input, fazer os cédlculos,
e retornar o resultado”! (ver Fig. 4.6)

Por exemplo, para a MT da Fig. 4.5 podiamos dar o seguinte algoritmo:

1. Se o simbolo lido for B, aceitar o input sem mover a cabecga ou alterar o simbolo
(o input € £ e o output serd entdo também &).

2. Se o simbolo lido for um 0, marcd-lo com um X e mover a cabeca para a direita
até encontrar um B.

3. Substituir o B por um X e mover a cabeca para a esquerda até encontrar um B.

4. Mover a cabeca para a direita até encontrar um 0 ou um B. Se encontrar um 0, ir
para o passo 2.

5. Mover a cabeca para a esquerda, substituindo os X’s por 0’s, até encontrar um B.
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"Hum... Tenho algumas davidas aqui no passo 3.."

Figura 4.6: Exemplo de como nao especificar um algoritmo.

6. Mover a cabeca uma célula para a direita e aceitar.

A tese de Church-Turing também implica que o poder computacional de uma MT
com vdrias fitas, ou com fitas n-dimensionais, ou que possa ler a fita de forma nao
sequencial, etc., é igual ao do modelo apresentado na Defini¢ao[4.1.1]

As vezes, por ser mais prético, vamos utilizar MT com 2 ou mais fitas. O esquema
geral de uma MT com duas fitas € dado na Fig. e um exemplo concreto ¢ dado na
Fig. O que se passa em cada fita é separado pelo simbolo ‘|”. Por exemplo, na Fig.
a transicdo do estado ¢gq para ele proprio deve-se ler: “se no estado g, se a cabeca
de leitura da 1¢ fita estd a ler um O e se a cabeca de leitura da 2¢ fita estd a ler um B,

SIBlof1]o] § fiai

Estrutura de
controlo

Slifi|t]o| $ fita2

Figura 4.7: Esquema de uma maquina de Turing com duas fitas.
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0;0,R|O;1,R 1;0,R|1;0,L

1;1,8]0;0,L 1 D;D,SlD;D,S
A

Figura 4.8: Uma mdquina de Turing com duas fitas.

Figura 4.9: Uma maquina de Turing ndo-deterministica.

entdo: manter-se no estado g, substituir o O por um B na 1¢ fita, substituir o B por um 1
na 2¢ fita, mover as cabecas de leitura da 1¢ e 2¢ fita uma célula para a direita. Esta MT
reconhece a linguagem {0F1%¥ € {0,1}*|k > 1} da seguinte forma: por cada 0 do input
na 1 fita, escreve um 1 na 2¢ fita. Assim vao haver tantos 1’s na 2¢ fita como 0’s no
inicio do input. Quando finalmente aparecer 1’s na 1¢ fita, vamos ver se existem tantos
quantos os da segunda fita, rejeitando o input se isso ndo acontecer ou aparecer 0’s pelo
meio.

Iremos agora analisar outra variante da MT que muitas vezes € ttil. Basicamente
permite ndo-determinismo: em cada passo da computagdo, pode-se ter varios resultados
possiveis. A definicdo € semelhante a dos automatos finitos ndo-deterministicos: pode
haver vérias transi¢des com o mesmo simbolo. Uma diferenca € que ndo vamos permitir
transicOes com a palavra vazia. Um exemplo de MT ndo-deterministica (MTND) ¢é
dado na Fig. 1.9] (note-se que do estado go hd 2 transi¢des possiveis quando se estd a
ler o simbolo 0 com a cabeca de leitura). Esta maquina reconhece a linguagem L =
{0%* € {0}*|k > 1} U {0* € {0}*|k > 1}. Oramo de cima aceita as palavras de {0% ¢
{0}*|k > 1}, enquanto que o ramo de baixo aceita as palavras de {0%* € {0}*|k > 1}.
Por exemplo, 0 ¢ L,00000 ¢ L, mas 00 € L,000 € L.
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Figura 4.10: Uma mdquina de Turing ndo-deterministica.

Outro exemplo de MTND ¢ dado na Fig. 4.10] Tem 3 estados onde hd duas tran-
sicdes possiveis com o mesmo simbolo (estados ¢1,¢2,¢3). Este AFND reconhece a
linguagem {0, 1,01, 10}. Formalmente, uma MTND ¢ definida da seguinte forma.

Definicio 4.2.1. Uma mdquina de Turing ndo-deterministica é um 7-tuplo (Q,X,T, 6, qo,
B, F) definido como no caso da mdquina de Turing, com a excec¢do que 6 : Q X £ —
P(QxEx{D,E,P}). Repare-se que agora a uma configuracdo podem-se seguir vdrias
configuracdes. Uma palavra w € X* € aceite se existe uma sequéncia de configuragdes
Cy,...,Cy, tal que C € a configuracao inicial para w, C;;.; € uma das possiveis configu-
racdes que se segue a C;, e Cy € uma configuracio aceitadora.

Obviamente que toda a MT € também nao-deterministica. A relacdo reciproca deve-
ria ser verdadeira pela tese de Church-Turing, e € isso que o resultado seguinte mostra.

Teorema 4.2.2. Se L(M) € a linguagem aceite (reconhecida) por uma mdquina de Tu-

ring ndo-deterministica M, entdo existe uma mdquina de Turing que também aceita
(reconhece) L(M).

Demonstragdo. Por conveniéncia iremos utilizar uma MT com 3 fitas, que ja sabemos
ser equivalente a uma MT “standard” com apenas uma fita. A ideia é manter uma cépia
do input na 1¢ fita, utilizar a fita 2 para simular uma (de entre as vdrias possibilidades
de caminhos de computacdo) computacdo de M, e a fita 3 € utilizada para manter um
registo de todos os caminhos de computacao explorados até agora. Inicialmente copia-
se o input da fita 1 para a fita 2, e testa-se um caminho de computagdo na fita 2. Se
esse caminho aceita, aceitamos o input, caso contrario, reiniciamos a computacdo com
um novo caminho de computagdo e vamos repetindo o processo até que ndo reste mais
nenhum caminho de computagdo por explorar.
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Vamos dar os detalhes para o caso em que uma linguagem L € reconhecida por uma
MTND M.

Dada a func¢ao de transicao de M, 9, terd de existir um ndmero k tal que, para cada
(g,s) € O x L, existem no maximo k escolhas para a préxima acéo a realizar. Portanto
em cada transi¢cdo ndo-deterministica, podemos registar um nimero em {1,...,k} para
saber qual a acdo que foi tomada. O que a nossa MT vai fazer € registar esses nimeros
na 3¢ fita e testar todas as possibilidades em {1,...,k} i.e. vai testar todas as possiveis
transi¢des, uma de cada vez, de forma a simular todas as possiveis computacdes de M
(que acabam sempre e sdo em ndmero finito, pois estamos a reconhecer uma lingua-
gem). Vamos agora descrever a MT procurada:

1. Inicialmente a fita 1 contém o input w e as fitas 2 e 3 estdo vazias.
2. Copiar o conteudo da fita 1 para a fita 2.

3. Utilizar a fita dois para simular a maquina M com input w. Cada vez que temos
de efetuar uma nova transi¢ao nao-deterministica, lemos o conteido atual da fita
3 e fazemos a transi¢do de acordo com o simbolo de {1,---,k} que estiver 14
escrito. Se o simbolo lido for um B, escrevemos um 1 por cima e fazemos a
transi¢cdo respetiva. Em ambos os casos, deslocamos a cabeca de leitura da fita 3
uma célula para a direita. Se chegarmos a uma configuragdo aceitadora, aceitar o
input. Se chegarmos a uma configuracao rejeitadora, ir para o passo 4.

4. Se a fita 3 estd vazia, rejeitar o input. Se a fita 3 tem a palavra s = 51...5; # &,
escrita no alfabeto {1,...,k}, substituir s ;i pelo simbolo seguinte da ordenagio
dos simbolos, metendo a cabega de leitura no simbolo sy do s atualizado. Se ndo
houver simbolo seguinte, apagar s; e repetir o passo 4.

Para o caso das linguagens aceites por M, a situagdo € mais complicada, pois pode
haver ramos em que a computacao nunca acabe, o que nos pode impedir de chegar a
um ramo cuja computacao aceite. Mas isso pode ser conseguido utilizando mais uma
4¢ fita que mantém um registo de um contador de passos. Sempre que a computacdo
ultrapassar o valor definido pelo contador, acabamos com essa computacdo (como se
ela rejeitasse), e passamos para a computacado seguinte. O algoritmo € o seguinte:

1. Inicialmente a fita 1 contém o input w e as fitas 2 e 3 estdo vazias. A fita 4 contém
ovalori=1

2. Whilei>0do

(a) Copiar o conteddo da fita 1 para a fita 2.

(b) Utilizar a fita dois para simular a maquina M com input w. Cada vez que
temos de efetuar uma nova transi¢do nao-deterministica, lemos o contetido
atual da fita 3 e fazemos a transi¢do de acordo com o simbolo de {1,---,k}
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que estiver 14 escrito. Se o simbolo lido for um B, escrevemos um 1 por
cima e fazemos a transi¢io respetiva. Em ambos os casos, deslocamos a
cabeca de leitura da fita 3 uma célula para a direita. Se chegarmos a uma
configuracdo aceitadora, aceitar o input. Se chegarmos a uma configuracao
rejeitadora, ou a computagdo necessitar mais do que i passos, ir para 0 passo
d).

(c) Se a fita 3 estd vazia, ir para o passo d). Se a fita 3 tem a palavra s =
$1...8j # g, escrita no alfabeto {1,...,k}, substituir s j pelo simbolo seguinte
da ordenacdo dos simbolos, metendo a cabeca de leitura no simbolo s; do s
atualizado. Se ndo houver simbolo seguinte, apagar s; e repetir o passo 4.

(d) Incrementar o valor de i.

]

Vamos dar um exemplo de como esta demonstrag¢do funciona na pratica (caso em que
se reconhece uma linguagem). Consideremos a MT da Fig. Temos transi¢oes nao-
deterministicas partindo de ¢1,¢g2,¢3, que usam duas escolhas possiveis. Codifiquemos
essas escolhas nos nimeros bindrios 1 e 2 da seguinte forma:

q2,B,D) se 0 codigo € 1 5(g0, B) = (q4,0,D) se 0 codigo € 1
q3,B,D)  seocddigo é 2 92:5) = (g5,0,D)  seocodigo é 2

6(q1,B) :{
olas1) =

(
(
(g7,1,D)  seocddigoé 1
(g9,1,D)  seocodigo é 2.

Consideremos o input 00. Comecamos no estado go € depois vamos para o estado
q1. Daqui vamos querer fazer nova transi¢do, mas temos duas possibilidades. Vamos
ter de registar essas possibilidades na fita 3. A fita 3 estd inicialmente vazia, pelo que
escrevemos um 1, e depois deslocamos a cabeca desta fita uma célula para a direita,
indo para o estado ¢>. Temos novamente uma transi¢do ndo-deterministica no estado
G2, pois estamos a ler um B. Escrevemos novamente um 1 na fita 3 e continuamos
com a computacao (a fita 3 tem o conteido “11”), chegando ao estado g4 que rejeita
esta computagdo. Agora vamos experimentar outro caminho de computacdo. Para isso,
vamos para o passo 4 da simulagdo, alterando o contetido da fita 3 para “12”, e metendo
a cabeca de leitura sobre o 1. Repetimos a computagdo com o input 00: comegamos
em gp, vamos para ¢, € como estamos a ler um 1 na fita 3, vamos para o estado g,
movendo a cabeca desta fita uma célula para a direita. Depois temos nova transi¢ao
nao-deterministica. Como estamos a ler um 2 na 2¢ fita, vamos agora para o estado gs
que também rejeita o input. Fazemos novamente o passo 4 (experimentar outro caminho
de computagdo). Como ja ndo hd mais simbolos para além do 2 em {1,2}, devemos
apagar o 2 de “12” (o contetido da fita 3 passa a ser “1”’) e aplicamos novamente o passo
4, ficando o conteddo da fita 3 “2”. Repete-se a computacao, passando pelos estados g,
q1, g3 € a computacdo morre nesse momento. Repete-se novamente o passo 4, apagando
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0 “2”. Neste momento a 3¢ fita fica vazia (jd ndo hd novas possibilidades de caminhos
de computagdo), e o input € rejeitado.

Iremos frequentemente codificar objetos matemdticos em palavras de um dado alfa-
beto. Por exemplo, consideremos o grafo (ndo-orientado) G da Fig. d.11] e o alfabeto
¥ ={0,1}. Entdo o grafo pode ser codificado na seguinte palavra de £* :

(G) = 000011 0100 1101000011001000.
—~— = S =

vértices 14 aresta  2¢ aresta 34 aresta

O primeiro bloco de zeros dd-nos o nimero de vértices do grafo (ou seja, 4). Depois
escrevemos 11 para dizer que vem uma aresta. Como de seguida vem um 0, separado
por um 1 de dois 0’s, isso quer dizer que o vértice 1 estd ligado ao vértice 2 por uma
aresta. De seguida vém mais dois 1’s para assinalar outra aresta: a que vai do vértice 1
ao vértice 4. Finalmente vem a aresta que vai do vértice 2 ao vértice 3. Da mesma forma
podemos codificar qualquer grafo G numa palavra de {0, 1}*. Note-se (serd importante
para a proxima sec¢do), que se G tem k vértices, entdo a descricdo de cada aresta utiliza,
no maximo, 2k + 3 simbolos (dois 1’s para marcar o inicio da aresta, i < k zeros para
marcar o primeiro vértice da aresta, mais um zero, € j < k zeros para marcar o segundo
vértice). Como ndo ha mais do que k? arestas no grafo G, no méximo a descrigio do
grafo necessitard de k%(2k +3) 4 k simbolos de {0,1}, i.e. a descri¢do do grafo tem um
tamanho que é polinomial no nimero de vértices.

Outra forma de descrever G no alfabeto £ = {0, 1} seria representd-lo numa forma
mais matemadtica, por exemplo G = (1,2,3,4,(1,2),(1,4),(2,3)), e depois codificar
cada simbolo de G em bindrio para escrever G em binario segundo essa codificacao.
Por exemplo, precisamos dos simbolos 1,2,3,4 para codificar os vértices de um grafo
(mais em geral, precisariamos dos simbolos 0,1,2,...,9, mas podemos sempre supor
que o vértice € escrito em numeracao de base 4), e ainda dos carateres “(”, “)" e ).
Necessitamos de codificar 7 simbolos em bindrio, e para isso precisamos de 3 bits por
simbolo. Portanto, fazendo as associagdes

1 — 000
2 — 001
3—010
4 — 011
( — 100
, — 101
) — 110

a codificagdo do grafo G = (1,2,3,4,(1,2),(1,4),(2,3)) neste esquema seria

(G) = 100,000 101 001 ... 010110110,
( 1 , 2 3 ) )
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@

z ®

Figura 4.11: Exemplo de grafo.

Como uma MT M pode ser descrita de forma textual utilizando a notagdo da Defini¢do
podemos também codifica-la de forma semelhante numa palavra (M) de {0,1}*.
Em geral, qualquer objeto finito (um ndmero, grafo, MT, um texto em portugués, etc.)
pode ser codificado numa palavra de {0,1}*, desde que se utilize um procedimento
adequado (i.e. deve ser possivel codificar G em (G) através de um procedimento algo-
ritmico, e (G) deve conter informacéo suficiente para caracterizar sem ambiguidade G).
Da mesma forma podemos codificar uma MT M e o seu input w na palavra (M, w).

4.3 O problema da paragem

Dissemos que a MT era a idealizacdo do que € efetuado por um computador. Mas, do
que vimos até agora, para cada algoritmo diferente, temos de mudar o hardware da MT
(i.e. estados e transi¢des), enquanto que na pratica o hardware mantém-se, e apenas se
troca de programa. Nao haverd aqui um problema? Nao porque nao € dificil conceber
uma MT U que recebe como input (M,w), onde (M,w) designa a descrigdo da MT M
e da palavra w numa palavra do alfabeto de U. Com base nessa descri¢do, U simula M
com o input w, para quaisquer M,w, de forma semelhante ao que um interpretador de
C/C++ ou Java faz. A esta mdquina da-se o nome de mdquina de Turing universal.

Agora vamos voltar a nossa atencdo para um problema pratico que pode aparecer.
Normalmente os ambientes de programaco trazem embutidos ferramentas que permi-
tem detetar facilmente erros de sintaxe, como por exemplo um comando “for” que foi
erroneamente escrito como “fro”. Mas os erros que dao mais dores de cabeca aos pro-
gramadores sdo os erros de semantica: o programa funciona e € sintidcticamente correto,
mas nio faz o que € pretendido. Um caso particular é quando o programa “encrava”
porque entrou numa computagao infinita.

Uma pergunta que € natural fazer é porque € que ninguém desenvolveu um software
que permita dizer antecipadamente se dado um programa em C/C++, por exemplo, se
este vai ou ndo entrar num ciclo infinito de computacdo? A razdo é simples e € uma
consequéncia da teoria da computacdo: tal software ndo existe!

Como mostrar isso? O problema que queremos tratar, traduzido na linguagem de
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teoria da computacao, serd: dada a linguagem
Hparagem = {(M,w)| a maquina de Turing M para para o input w} 4.1)

serd que ela € recursiva? Se sim o software mencionado acima existe, caso contrdrio o
software ndo existe. Apesar desta linguagem ser recursivamente enumeravel, ela ndo é
recursiva, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 4.3.1 (O problema da paragem ¢é indecidivel). A linguagem definida por
([{.1) é recursivamente enumerdvel, mas ndo € recursiva.

Demonstrag¢do. Primeiro vamos mostrar que a linguagem H g qgem € recursivamente
enumerdvel. A MT U descrita pelo seguinte algoritmo aceita H pqrqgem:

e Com input (M,w) :
1. Simular M com input w.

2. Se M para, entdo aceitar o input (M, w).

Note-se que se M para com input w, fa-lo-4 em tempo finito, e logo a MT U vai
aceitar (M,w) em tempo finito. Se M ndo para com input w, entdo U ndo para com
input (M,w). Logo U aceita H paragem» € portanto H,g,qeem € recursivamente enumeravel.
Vamos mostrar que Hqrqgem D@0 € recursiva, utilizando uma técnica conhecida como
diagonalizagdo.

Por absurdo, suponhamos que a linguagem (4.1)) é recursiva. Entdo hd de existir uma
MT N tal que
aceita  se (M,w) € Hparagem
rejeita  se (M,w) & Hparagem-

vt = {

Por outras palavras,

aceita se M para com input w
rejeita  se M ndo para com input w.

vt = {

Agora construimos outra MT P, que utiliza N como subrotina da seguinte forma:

() = {

o que também pode ser lido como

(o) = {

Entao temos
PP - |

o que ¢ absurdo. Portanto a linguagem (#.I)) ndo pode ser recursiva. O

aceita (M) se N rejeita (M, (M))
entra num ciclo infinito ~ se N aceita (M, (M))

aceita (M) se M ndo para com input (M)
entra num ciclo infinito  se M para com input (M).

aceita (P) se P ndo para com input (P)
entra num ciclo infinito ~ se P para com input (P)
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Uma vez mostrada que esta linguagem € indecidivel, é possivel mostrar que muitas
outras também o sdo, através de uma técnica chamada redutibilidade, que no entanto
ndo teremos tempo de abordar (ver mais detalhes em [Sip0O5]], [HMUO6]).

Para finalizar este capitulo, e a titulo de curiosidade, enunciamos o teorema que mos-
tra a existéncia de virus informdticos de que falamos na Secc¢ao|[I.1} Uma demonstragdo
construtiva pode ser encontrada em [Sip05]], cujo conteudo fornece pistas suficientes
para criar programas que se autorreplicam, embora chame desde ja a aten¢do que este
conhecimento é dado apenas a titulo pedagdgico e ndo deve ser utilizado em aplicagcdes
que possam prejudicar outras pessoas ou com carater criminoso.

Teorema 4.3.2 (do virus). Existe uma mdquina de Turing M que, em qualquer input w,
termina sempre a computagdo e no final tem na sua fita a sua propria descri¢do (M).
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Capitulo 5

Complexidade computacional

5.1 Introducao

No capitulo anterior vimos que héd problemas, como o problema da paragem, que ndo
podem ser resolvidos (decididos) por meio de algoritmos. Entdo podemos classificar
os problemas computacionais como sendo decidiveis ou indecidiveis. Um problema ¢
decidivel se pode ser resolvido por um algoritmo. No entanto, a experiéncia diz-nos
que a separagdo decidivel versus indecidivel ndo € suficientemente fina para capturar a
classe dos problemas que se conseguem resolver na pratica.

E que embora certos problemas sejam teoricamente resoldveis através de algoritmos,
ndo o sdo na prética porque o algoritmo que os resolve poderd demorar bilides de anos
a correr. Por isso temos necessidade de dividir a classe dos problemas decidiveis em
subclasses, de acordo com a quantidade de recursos utilizados, que pode ser tempo de
computacdo, memoria utilizada, ou outros. Neste capitulo vamos apenas cingir-nos a
limitagdes no tempo de execucao.

Em geral, medir o tempo de execu¢do de um algortimo pode dar origem a uma
expressao complexa. De forma a ndo nos perdermos nos detalhes, estaremos apenas in-
teressados na ordem de grandeza dos tempos utilizados. Por exemplo, se um algoritmo
pode ser executado em < 5n% 4 7n+ 2 passos para um input de tamanho n (é natural
que a computacdo demore mais tempo para inputs maiores, ndo significando isso que o
algoritmo seja menos eficiente), diremos simplesmente que o algoritmo demora tempo
da ordem de n?, pois o grosso do incremento do tempo de computagio vem da potén-
cia n?, dizendo-se que o algoritmo necessita de tempo O(n?). Vamos agora introduzir
formalmente estas nogdes.

Definicao 5.1.1. Sejam f, g : N — N duas fun¢des. Dizemos que g € um limite superior
(assimptdtico) para f, e escreve-se f € O(g), se existem inteiros c, n tais que para todo
o inteiro n > ng se tem

f(n) < cg(n).
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Por exemplo, n € O(n), n? € O(n*), 5n € O(n), mas n> ¢ O(n). Vamos agora intro-
duzir uma definicdo que serd bastante importante no que se segue.

Defini¢ao 5.1.2. Seja M uma méaquina de Turing que para em todos os inputs. Otempo
de execugdo de M é uma fungdo f: N — N, onde f(n) é o maior nimero de passos
que M utiliza para concluir uma computacdo com um input de tamanho n. Definimos
também a seguinte classe

TIME(f) = {L|L é uma linguagem decidida em tempo O(f) por alguma MT}.

Por exemplo, a MT da Fig. tem tempo de execucdo O(n?). De facto, dado um
input w = 0¥1¥0* com comprimento n(= 3k), a MT marca um zero do 1° bloco de
zeros, e depois vai para a direita até ao final do input, marcando um 1 e um 0 do dltimo
bloco de 0’s no caminho. Depois volta para trds até ao 1° bloco de zeros. Esta passagem
demora tempo < 2n, ou seja demora tempo O(n). No méaximo vao haver k < n passagens
destas (uma por cada 0 do primeiro bloco de 0’s), pelo que o tempo total de computagdo
é limitado por n x O(n) = O(n?). Se o input nio é do tipo 0F1¥0%, i.e. se o input é
rejeitado, a computacio acaba prematuramente, pelo que o tempo de execugdo continua
a ser O(n?). Como esta miquina decide a linguagem L; = {0f1%0% € {0, 1}*|k € N},
concluimos que L; € TIME(n?).

De forma semelhante, concluimos que a MT da Fig. 4.8 decide a linguagem L, =
{0F1% € {0,1}*|k > 1} em tempo O(n), e que L, € TIME(n).

Da mesma forma que definimos o tempo de execu¢do para uma MT, podemos tam-
bém fazé-lo para uma MTND.

Definicao 5.1.3. Seja M uma maquina de Turing nao-deterministica que para em todos
os ramos de computagdo para qualquer input. O tempo de execugcdo de M € uma fungao
f:N — N, onde f(n) é o maior nimero de passos que M utiliza para concluir um ramo
de computagdo para um input de tamanho n. Definimos também a seguinte classe:

NTIME(f) = {L|L é uma linguagem decidida em tempo O(f) por alguma MTND}.

Por exemplo, a MTND da Fig. 4.9 tem tempo de execugdo O(n) ja que, com input
w € {0}* em que |w| = n, cada ramo de computagdo necessita de tempo O(n) para ser
concluido. Logo L3 = {0%* € {0}*|k > 1}U{0°** € {0}*|k > 1} € NTIME(n). O tempo
de execugdao da MTND da Fig. ¢ O(1), ja que todo o input pode ser decidido em
tempo constante (no maximo em 5 passos).

Teorema 5.1.4. Seja f : N — N uma fungdo satisfazendo f (n) > n para todo o n € N.
Entdo NTIME(f) C TIME(2°U)).

Demonstracdo. Basta seguir a demonstragdo do Teorema Tomemos um input
de comprimento n. Como as palavras da 3¢ fita que registam as possibilidades de mo-
vimentos nao-deterministicos ndo podem ter um comprimento superior ao nimero de
passos de computacdo, estas palavras podem ir de
la kk...k
——
O(f(n)) vezes
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Ou seja, temos kO () = 20(f(n)) possiveis simulacdes a efetuar, cada uma levando
tempo O(f(n)). O nimero total de simulagdes deterministicas serd entdo O(f(n)) X
20(/(7)  Mas como f(n) > n, isto é tempo 20(f(n)) O

Por outra palavras, uma MT consegue sempre simular uma MTND, mas utilizando
uma simulag¢do que tem um custo exponencial em tempo. Por exemplo, como a MTND
da Fig. 4.9| tem tempo de execugdo O(n), concluimos que L3 = {0% € {0}*|k > 1} U
{03 € {0}*|k > 1} € TIME(2°M), isto é, L3 pode ser reconhecida por uma MT em
tempo 20(n),

O seguinte teorema mostra que adicionar vdrias fitas a uma MT apenas permite, no
maximo, um ganho quadratico no tempo de execug¢ao relativamente a uma MT com uma
sO fita.

Teorema 5.1.5. Seja f : N — N uma fungdo satisfazendo f(n) > n para todo o n € N.
Se uma linguagem L é decidida em tempo f(n) por uma mdquina de Turing com k fitas,
entdo L é decidida em tempo O(f*(n)) por uma mdquina de Turing com uma sé fita.

Demonstracdo. Antes de comecar a demonstragcdo, consideremos um exemplo. Supo-
nhamos que temos uma MT com 3 fitas, cujo contetido das fitas € num dado momento

..BBOlgllOBB...
..BBBBB...
A

..BB11111BB...
A

(o triangulo indicada o que a cabeca de leitura estd a ler). Entdo o conteudo da primeira
fita pode ser codificado como 0140110 (os simbolos a esquerda do 4 sdo os simbolos
nao-brancos a esquerda da cabeca de leitura, a palavra 0110 € o que estd na posi¢ao
da cabeca de leitura, inclusive, até a sua direita, nao se contando a por¢do infinita de
brancos que se lhe segue). Entdo o conteido das 3 fitas, assim como a posi¢do das
respetivas cabecas de leitura, pode ser registado numa tnica palavra

#0140110#4#1141114#.

Utilizando um procedimento semelhante, para uma MT M com £ fitas, podemos registar
o conteddo das £ fitas, assim como a posic¢ao das respetivas cabegas de leitura, utilizando
uma unica fita. Assim podemos criar uma MT M;, com uma unica fita, que simula M.
A MT simula M passo a passo da seguinte forma:

1. L& o contetido da sua fita para determinar quais os simbolos lidos nas k fitas de
My;

2. Com base nesses simbolos e no estado atual, atualiza o estado e o conteddo das &
fitas (ou melhor dizendo, a sua codificacdo numa unica fita).
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Note-se que as vezes vamos ter de “empurrar” (fazer um shift) quando efetuamos os
movimentos virtuais das cabecas das fitas de M. Por exemplo, se na configuracao

#4010110#...#

0 préximo passo serd manter o simbolo 0 atualmente lido na fita 1 e deslocar a cabeca
de leitura uma casa para a direita, o conteido virtual das 3 fitas serd codificado como

#4BO10110#...#.

Por outras palavras, fizemos um “shift” no conteddo da fita de M.

Vamos agora ver quanto tempo se demora a simular M com a mdquina M| para um
input de tamanho n. Como M utiliza tempo f(n) > n, cada uma das fitas de M nunca vai
ter mais de f(n) simbolos (mais precisamente O(f(n))). Logo a descri¢do das k fitas de
M na tnica fita de M, precisa de k x O(f(n)) = O(f(n)) simbolos.

A simulagdo de um passo de M pela MT M necessita de 20(f(n)) passos (ler a
fita e voltar atrds — passo 1 indicado atrés) + k x O(f(n)) (para atualizar o contetdido da
fita. Pode haver até k shifts, necessitando cada um deles de tempo O(f(n)) para ser
executado). Resumindo, cada passo de M pode ser executado em tempo O(f(n)) por
M.

Mas, com input de tamanho n, M utiliza no maximo O(f(n)) passos de computagao.
Logo M necessita, no total da simulagio, de tempo O(f(n)) x O(f(n)) = O(f*(n)).

O

Por exemplo, ja sabemos que a MT da Fig.[4.8] que utiliza duas fitas, decide a lingua-
gem L, = {0%1%¥ € {0,1}*|k > 1} em tempo O(n). Entdo o teorema anterior permite-nos

concluir que a linguagem L, pode ser decidida por uma MT com uma sé fita em tempo
o(n?).

5.2 Asclasses P e NP

A partir das defini¢des da seccdo anterior, podemos definir algumas classes de comple-
xidade.

Definicao 5.2.1. Definimos as seguintes classes

P=|JTIME(n")

keN
NP = | JNTIME(n")
keN
EXPTIME = | JTIME(2")
keN
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Por outras palavras, a classe P (NP, respetivamente) € a classe das linguagens deci-
didas por uma MT (MTND, respetivamente) em tempo polinomial. A classe EXPTIME
¢ a classe das linguagens decididas por uma MT em tempo exponencial. Note-se que,
na definicdo de P ou de EXPTIME, nao importa se utilizamos uma MT com uma sé
fita, ou com vdrias, devido ao Teorema[5.1.5]

Como exemplos,

Ly = {0f1*0F € {0,1}"|keN} e P

Ly={0f1* e {0,1}*k>1} e P

Ly = {0* € {0}*|k > 1}U{0* € {0}*]k > 1} e NP
Ly={0,1,01,10} € NP

pois L pode ser decidida em tempo O(n?) pela MT da Fig. L, pode ser decidida em
tempo O(n) pela MT da Fig. L3 pode ser decidida em tempo O(n) pela MTND da
Fig.[4.9] e Ly pode ser decidida em tempo O(1) pela MTND da Fig. A experiéncia
mostra que os problemas que podem ser resolvidos em tempo razoavel sdo aqueles que
estdo em P. E claro que pode dizer que um problema que necessita de tempo n!000000

(134

para ser resolvido nao € resoluvel na pritica, mas normalmente os problemas “lteis” em
P podem ser resolvidos em tempo com expoentes baixos, tipicamente 7 ou n>.

Que relagdes existem entre estas classes? Sabe-se que
PCNPCEXPTIME.

A relagdo P C NP ¢ ébvia, e a inclusio NP C EXPTIME vem do Teorema [5.1.4]
(note-se que O(ZC”k) C O(Z”kﬂ)). Sabe-se ainda que P # EXPTIME, mas ndo se
conhece mais nenhuma relacdo entre estas 3 classes. Por exemplo, ndo se sabe se
NP = EXPTIME ou nao, nem se P = NP ou nao.

Quando estivermos a tentar determinar a complexidade de algoritmos que envolvam
célculos aritméticos, utilizaremos as seguintes hipéteses:

e Adicdo: dados dois inputs de tamanho < n, a sua adi¢do pode ser calculada em
tempo O(n).

e Multiplicagdo, divisdo inteira (div), resto da divisdo inteira (mod): dados dois
inputs de tamanho < n, estas operacdes podem ser calculadas em tempo O(n?).

(assumimos que os nimeros sao escritos em notagdo undria, ou em base d > 2. Os
tempos das operagdes podem ser obtidos em qualquer livro de Andlise Numérica, ou
inspecionado o tempo necessario para executar os cdlculos “a mao”). Existem formas
alternativas de caracterizar NP. Uma delas € utilizando verificadores. Suponhamos que
temos uma linguagem L em NP, reconhecida em tempo O(rn*) por uma MTND N;. Pre-
sentemente a teoria apenas garante existir uma MT deterministica que reconhece L em

k , . , .
tempo 20(") No entanto, se alguém nos disser que w € L, e além do mais nos fornecer
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o caminho ¢ de uma computagao aceitadora (na demonstragdo do Teorema[d.2.2] este ¢
¢ a palavra da fita 3 que leva a uma configuracao aceitadora. Por exemplo, na MTND da
Fig.4.10|- ver comentdrio a seguir a demonstragao do Teorema[#.2.2]— a palavra ¢ = 12
da-nos o caminho de uma computagdo que aceita o input 0), conseguimos verificar a
veracidade dessa informacdo com uma MT deterministica em tempo polinomial. Esta
informacao adicional ¢ costuma ser designada de certificado, pois permite-nos certificar
que o input € aceite, com uma MT deterministica, em tempo polinomial. Esta € a ideia
base dos certificados de seguranga: ndo podem ser criados em tempo polinomial por
um utilizador qualquer, i.e. ndo se pode determinar em tempo polinomial um caminho
aceitador com uma MT deterministica, mas pode-se verificar essa informacdo (cami-
nho) em tempo polinomial, garantindo a seguranca do comércio eletronico (desde que
as premissas indicadas atrds sejam satisfeitas).

Na pratica, esta descricdo de NP com certificados € mais util do que considerar
MTND’s.

Teorema 5.2.2. L € NP se e 50 se existe uma mdquina de Turing M cujo tempo de
execugdo é polinomial (em w) tal que

L={w € X*|M aceita (w,c), para algum c € £*}. (5.1)

Demonstracdo. Demonstragdo da direcio =—> do ““se e s6 se”. Se L € NP, entdo existe
uma MTND N que aceita L. Podemos criar uma MT M que recebe como input (w,c),
que basicamente simula N, com input w, para o caminho de computac¢do indicado por
¢ (ver a demonstragdo do Teorema [4.2.2]e os comentérios que se lhe seguem). Se esse
caminho aceitar, M aceita (w,c), caso contrdrio rejeita (w,c). Ora w € L sse existe
uma computagio de N que aceita w sse M aceita (w,c) para algum ¢ € X*. Por outras
palavras € satisfeita.

Para mostrar a implicacdo inversa, suponhamos que ¢ satisfeita. Suponhamos
ainda que M corre em tempo n*, onde n = |w|. Entdo M nunca vai ler mais do que n*
simbolos de c. Entdo podemos criar uma MTND N que faz o seguinte (com input w):

1. Criar ndo-deterministicamente uma palavra c € £* de comprimento n* (tempo 7¥).
2. Correr M com input {w,c) (tempo n*).
3. Se M aceitar (w,c), aceitar w, caso contrdrio rejeitar (tempo 1).

O que é isso de criar nao-deterministicamente uma palavra ¢ € £*? Suponhamos, por
exemplo, que X = {0, 1 }. Entdo podemos criar ndo-deterministicamente uma palavra de
comprimento 3 em X* através da MTND da Fig.

Por outras palavras, por cada caminho de computacdo dessa MTND, é gerada uma
palavra de {0,1}* com comprimentos 3 e vice-versa. Portanto existe um caminho de
computagdo que escreve 000 na fita, outro que escreve 010, outro que escreve 101, etc.
Note-se que cada caminho necessita s6 de 3 passos. Em geral, criar ndo-deterministicamente
palavras de £* de comprimento n¥ demora tempo r*.
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Figura 5.1: Exemplo de maquina de Turing ndo-deterministica que gera nimeros nao-
deterministicamente.

oo
o -
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By
oo
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»»

Portanto N; corre em tempo O(n*) e w é aceite por N sse existe um caminho de
computagio aceitador sse existe um ¢ € £* de comprimento n* tal que M aceita (w,c)
sse w € L. Logo, N reconhece L, donde L € NP. ]

Por outras palavras, a classe NP € a classe dos problemas em que, dada uma solu-
¢do, € facil verifica-la, mas é muito dificil determina-la, exceto se o problema também
pertence a P.

Existem muitos outros exemplos onde o certificado parece ser fundamental, por e-
xemplo em problemas envolvendo redes (grafos). Obviamente, quando considerarmos
problemas com grafos, o input ndo serd um grafo G, mas a sua codificacdo (G) utili-
zando, por exemplo, as codificagdes dadas no final da Sec¢io[d.2] Note-se que se G tem
n vértices, entdo para as codificagdes indicadas atras, tem-se n < |(G)|. Além do mais,
existe um j € N tal que |(G)| < n/. Portanto, se o nosso input for um grafo G com n
vértices, € se mostrarmos que existe um algoritmo que € executado em tempo polino-
mial em n, esse algoritmo também serd executado em tempo polinomial relativamente
ao tamanho do input (G). Assim, para mostrar que um problema com grafos pertence
a P (ou NP), basta mostrar que existe uma MT (MTND) que resolve o dado problema
em tempo O(n¥), onde 7 é o nimero de vértices do grafo G dado como input (em vez
de mostrar que o tempo é O(|(G)|"), ja que o input é w = (G)).

Considere, por exemplo, o seguinte problema:

L, = {(G) onde G é um grafo ndo-orientado | existe um caminho que passa  (5.2)

exatamente uma vez por cada vértice de G}.
A seguinte MT deterministica permite decidir L, (supomos que G tem n vértices):

1. De entre os n vértices de G, 1,...,n, selecionar uma sequéncia de n vértices dis-
tintos iy,...,I,.

2. Testar se ij — ... — iy € um caminho em G. Por outras palavras, testar se
(i1,02),...(in—1,iy) sdo arestas de G (pode-se ver se a aresta (i1,ip) pertence a G
“scannado” o input (G). Cada teste destes demora O(|(G)|) = O(n/) passos). Se
sim, aceitar, se ndo voltar ao passo 1 com outra sequéncia de vértices ndo testada
(se ndo restarem mais possibilidades, rejeitar).

A execucio da rotina para cada possivel sequéncia de vértices demora tempo O(n/*1)
(temos ~ n arestas a testar, demorando cada uma delas O(n’) passos a testar). Mas h4 n!
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possibilidades de escolhas para os vértices no passo 1, pelo que esta MT ndo é executada
em tempo polinomial, mas somente em tempo exponencial. Logo L, € EXPTIME. No
entanto, se utilizarmos uma MTND, o tempo de computagdo passa a ser polinomial.
Para isso basta utilizar o seguinte algoritmo:

1. De entre os n vértices de G, 1,...,n, selecionar nao-deterministicamente uma
sequéncia de n vértices distintos iy,...,iy,.

2. Testar se iy — ... — iy € um caminho em G. Se sim, aceitar, se ndo rejeitar.

Esta MTND também tem n! caminhos de computacdo (uma para cada possivel ca-
minho de G), mas cada caminho pode ser executado em tempo O(n/*1). Logo o tempo
de execugdio da MTND é O(n/*!), donde L, € NP.

Outra forma de mostrar que L, € NP € utilizar certificados: dado um grafo G e um
certificado (solucdo) c, a seguinte M T permite verificar em tempo polinomial se G € L,
(i.e. permite verificar em tempo polinomial a solu¢do):

1. Dado o input (G,c), testar se ¢ codifica uma sequéncia iy,...,i, de n vértices de
G.

2. Testar se iy — ... — i, € um caminho em G.

3. Se ambos os testes deram uma resposta afirmativa, aceitar (G, c), caso contrdrio,
rejeitd-lo.

Como ja dissemos, o certificado € basicamente a codificacdo do caminho aceitador
(i.e. da solu¢do) que mostra que G € L,. Outra forma de o ver, € que normalmente € uti-
lizada na pratica (foi utilizado no exemplo em cima) é assumir que se ¢ é um certificado,
entdo codifica uma peca de informac¢do que garante que o input pertence a linguagem.
No exemplo anterior, a propriedade que G tem de ter para pertencer a L, € que exista um
caminho com n vértices distintos em G. Entdo para demonstrar que G € L, basta exibir
esse caminho, ou seja, € natural que o certificado seja a codificacido desse caminho. Essa
ideia ¢é utilizada nas aulas praticas (para pensar no que € o certificado basta pensar na
seguinte pergunta: “qual a peca de informacgdo que eu tenho de exibir para garantir que
o input pertenga a linguagem?”. Em geral, o certificado ndo serd nada mais do que uma
codificacdo dessa peca de informacao).

5.3 Problemas NP-completos

Em 1971 Stephen Cook introduziu a no¢ao de problema N P-completo como ferramenta
para abordar o problema “P = NP?” Esta noc¢do é importante ndo s6 pela contribui¢do
que poderd ter na resolucdo do problema “P = NP?”, mas também porque permite
concluir que certos problemas em NP sdo especialmente dificeis. Antes de introduzir
esta nocao, precisamos de algumas defini¢des.
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Problema A - Problema B

Subrotina que corre
em tempo polinomial

Figura 5.2: Redutibilidade de linguagens.

Definicao 5.3.1. Uma funcgdo f : X* — ¥X* diz-se computdvel em tempo polinomial se
existe uma maquina de Turing que computa f em tempo polinomial.

Por exemplo, a fungio f : {0}* — {0}* dada por f(0") = 0?" pode ser calculada em
tempo O(n?) pela MT da Fig. , donde f € computdvel em tempo polinomial.

Definicao 5.3.2. Uma linguagem A € redutivel em tempo polinomial a uma linguagem
B, escrito como A <p B, se existe uma fun¢do f : X* — X* computdvel em tempo poli-
nomial, tal que para todo o w € X*,

weEA seesése f(w) € B.

Por outras palavras, existe um subrotina que permite converter, em tempo polino-
mial, o problema “x € A?” para o problema “x € B?”, como sugere a Fig.[5.2] Assim,
se for facil decidir a linguagem B, também serd ficil decidir A, utilizando a subrotina
de conversdo. Por exemplo, considere-se a linguagem

HAMPATH = {(G,s,t) onde G é um grafo e s,7 sdo vértices|existe um (5.3)

caminhohamiltoniano de s a ¢},

onde um caminho hamiltoniano é um caminho que passa exatamente uma vez por
cada vértice de G. Entdo, dada a linguagem L, definida pela Equagdo (5.2)), tem-se
HAMPATH <p L,. Para mostrar isso, temos de definir a fun¢do f que faz a redugdo
polinomial. O que fazemos é dado o grafo G, construir um novo grafo G’ da seguinte
forma: G’ é uma cépia de G, em que se adicionaram dois novos vértices vy, v, € duas
novas arestas (vi,s), (v2,7). Entdo a tnica forma de existir um caminho que passa por
todos os vértices de G’ uma tinica vez é ter um caminho v — s — ... — t — v, onde
s — ... — t € um caminho hamiltoniano (repare que se v; ndo surgir num extremo do
caminho, ele aparece no meio da sequéncia de vértices. Entdo teremos ... — s — v| —
s — ... 1.e. s aparece 2 vezes no caminho, o que ndo pode ser. Um raciocinio idéntico
aplica-se a vp). Assim, (G, s,t) € HAMPATH se e s6 se (G') € L,. Portanto, definindo
FUG,s,t)) = (G'), é fécil ver que f pode ser computado em tempo polinomial (basta
acrescentar 2 vértices e duas arestas na descri¢do de G, apagando os vértices s,f na
descricdo (G, 5,1)) e que

(G,s,t) € HAMPATH seesése f((G,s,t)) € L.
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Por outras palavras, HAMPATH <p L,. Podemos interpretar esta relacao da seguinte
forma: se temos um algoritmo para decidir L,, entdo podemos adaptar este algoritmo,
utilizando pouco mais esforco computacional, para decidir HAM PAT H. Vamos agora
ver vdrias consequéncias da redutibilidade em tempo polinomial.

Teorema 5.3.3. Se A <pBe B¢e P, entdo A € P.

Demonstragcdo. Seja M a MT que decide B em tempo polinomial e seja a f a redugdo
polinomial de A para B. Entdo o seguinte algoritmo decide A em tempo polinomial:

1. Para um input w calcule f(w);

2. De seguida utilize f(w) como input para B. Se B aceita f(w), aceitar w, caso contrario
rejeitar w. [

Definicao 5.3.4. Uma linguagem B é N P-completa se satisfaz as seguintes definicoes:

1. BENP;

2. Todo o A € NP é redutivel em tempo polinomial para B.

Teorema 5.3.5. Se B é NP-completo e B € P, entdo P = NP.
Demonstragdo. Imediata a partir do Teorema[5.3.3] O

Isto mostra que se conseguirmos arranjar um algoritmo que resolva um problema
NP-completo em tempo polinomial, entdo mostramos que P = NP. Como é normal-
mente conjeturado que P # NP, esse resultado pode ser visto de outra forma: os pro-
blemas de tipo N P-completo sdo os mais “dificeis” da classe NP, e se nos depararmos
com um, € muito possivel que ndo exista um algoritmo que o resolva em tempo util
(polinomial) pelo que, na pratica, teremos de recorrer a heuristicas ou algoritmos proba-
bilisticos. Mas como identificar problemas N P-completos? Os seguintes dois teoremas
dao-nos informagdes valiosas.

Teorema 5.3.6. Seja U o conjunto das formulas booleanas. Entdo a seguinte linguagem
€ NP-completa
SAT = {(¢) onde ¢ € U | ¢ é satisfazivel}.

A linguagem S AT foi a primeira linguagem que se demonstrou ser N P-completa. A
partir deste conhecimento, torna-se muito mais facil mostrar que outras linguagens sao
NP-completas, através do seguinte teorema.

Teorema 5.3.7. Se B é NP-completo e B <p C, onde C € NP, entdo C é NP-completo.

Demonstragcdo. Seja A € NP. Como B é NP-completo, A <p B. Mas como B <p C,
conclui-se que A <p C. Além do mais C € NP, donde C serd N P-completo. ]
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Em particular, utilizando o teorema anterior em conjugacdo com a linguagem SAT,
¢ possivel mostrar que a linguagem HAMPATH definida pela Equagdo (5.3) é NP-
completa (ver, por exemplo, [Sip03])).

Vimos também que a linguagem L, da Equagdo (5.2)) tem as seguintes proprieda-
des: L, € NP e HAMPATH <p L, pelo que podemos concluir, utilizando o teorema
anterior, que L € também N P-completa. Utilizando este procedimento podemos provar
que muitas linguagens sdo N P-completas. Por exemplo, o livro [GJ79]] tem mais de 300
linguagens N P-completas.

Finalmente introduzimos uma definicdo que € utilizada varias vezes em aplicacgoes.

Definicao 5.3.8. Uma linguagem L diz-se NP-dificil (NP-hard em ingl€s) se todo o
A € NP € redutivel em tempo polinomial para L (a diferenca em relagdo a linguagens
N P-completas é que nio tem necessariamente de ser L € NP).

Em particular, toda a linguagem NP-completa é NP-dificil. Na Fig. [5.3] ¢ apre-
sentado um diagrama que relaciona as principais classes de linguagens estudadas nesta
cadeira. Ha dois resultados que nao foram provados nestes apontamentos, mas que se
verificam: classe das linguagens livres de contexto & P (ver [Sip0O5]] para uma demons-
tracdo); classe das linguagens r.e. & classe de todas as linguagens (pois o complemento
da linguagem Hpgrqgem define uma linguagem que ndo € r.e. — ver exercicio [82] das fo-
lhas tedrico-préticas). A fronteira entre P e NP estd a tracejado, uma vez que nao se
sabe se P £ NP.
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Figura 5.3: Relacdo entre as principais linguagens estudadas nesta cadeira.
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