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RESUMO

A Fisica Médica ¢ uma area interdisciplinar que corresponde a aplicacdo de
conceitos, modelos ou equipamentos desenvolvidos em Fisica que sejam utilizados na
pratica clinica. Uma vez que ¢ um topico que deve a sua especificidade ao objecto de
estudo e ndo tanto ao formalismo que utiliza,' exige um conhecimento abrangente de
diversas matérias de Fisica (Classica e Moderna) e uma especial aptiddo para a
compreensdo dos mecanismos de funcionamento dos sistemas bioldgicos e, destes, em
particular, da fisiologia humana, uma vez que o seu principal objectivo € o
desenvolvimento de ferramentas que permitam ajudar nos diagndsticos, terapias e
todo o tipo de avaliacao clinica.

Neste contexto, assume-se que os estudantes possuem ja uma formagao
razoavelmente solida em muitas das matérias de Fisica e que conhecem, ainda que de
uma forma pouco aprofundada, alguns dos mecanismos fisiolodgicos do corpo humano.

Este curso estd organizado em nove capitulos, que pretendem, por um lado,
cobrir um espectro bastante alargado dos equipamentos médicos actualmente
utilizados em Medicina e, por outro, fornecer aos alunos alguns dados sobre a fungao
que um Fisico podera e devera ocupar no meio hospitalar e no ambito das Ciéncias da
Saude, em geral.

Num primeiro capitulo serdo introduzidos, de uma forma simples, os varios
elementos dos equipamentos médicos: os seus blocos constituintes, os sensores nos
quais se podem basear e alguns topicos sobre processamento de dados, que sdao de
particular importancia nos médulos logiciais (software). No que respeita aos sensores
serdo considerados os principais transdutores aplicados em Fisica Médica: os sensores
de grandezas mecanicas; os termoémetros; os eléctrodos e os quimicos. Saliente-se que
alguns sensores especificos das técnicas de imagem serdo considerados no segundo
capitulo. Quanto ao processamento de dados, irdo ser recordadas algumas nogdes
matematicas que, dado o papel relevante que desempenham em Fisica Médica, nos
parece oportuno retomar. Além de algumas definicdes importantes no que respeita a
discretizacdo dos dados, serdo também abordadas as técnicas de ajuste usando os
minimos quadrados, que, como ¢ do conhecimento geral, sdo de extrema utilidade
quando se pretende modelar determinada actividade com base em qualquer
formalismo matematico e os M¢étodos de Transformada de Fourier que sado
amplamente utilizados quer na andlise de séries temporais, quer na reconstru¢ao e
processamento de imagens. Por fim, referir-se-d0 algumas formas de gravagdao dos
dados, nomeadamente, de registos digitais.

O segundo capitulo serd inteiramente dedicado as técnicas de diagndstico que
envolvem imagem. Num primeiro momento serdo discutidos os métodos através dos
quais as imagens sdo construidas, tanto a 2 como a 3 dimensdes e, seguidamente,
serdo explicados os diversos métodos de obtencao de imagens médicas, como sejam:
o uso dos raios-X (tanto em radiografia, como em Tomografia Axial
Computadorizada - TAC); o uso de marcadores nucleares (Cintigrafia, Tomografia de
Fotio Unico — SPECT e Tomografia de Emissdo de Positrdes - TEP); a ecografia

! A Mecénica, a Termodinidmica, o Electromagnetismo, a Mecanica Quantica, por exemplo, sdo areas
da Fisica que se distinguem pelo formalismo a que cada uma delas recorre, ao contrario da Fisica
Meédica que aplica qualquer destes formalismos a diferentes situagdes clinicas.



(tradicional e de efeito de Doppler) e a Ressonidncia Magnética Nuclear — RMN
(referente a imagens anatdmicas e funcionais).

O terceiro capitulo sera referente ao uso de técnicas de Radiagdo Nuclear em
tratamento oncoldgico, que é, alids, uma das areas tradicionais da Fisica Médica.
Neste ambito serdo abordadas as duas formas de tratamento radioactivo: a
Radioterapia Externa e a Braquiterapia.

Tendo em conta o elevado potencial da aplicagdo dos lasers em Medicina, o
quarto capitulo sera inteiramente dedicado a estes equipamentos, enfatizando as trés
especialidades médicas em que o seu uso tem sido mais divulgado: Cirurgia,
Oftalmologia e Oncologia.

Os quinto e sexto capitulos referem duas das mais conhecidas técnicas de
medi¢do de potenciais eléctricos no corpo humano: a electrocardiografia (ECG) e a
electroencefalografia (EEG). Neles sdo discutidos ndo s6 alguns aspectos ao nivel de
instrumentagdo, como também do processamento posterior dos sinais medidos, dando
especial relevancia ao tratamento de registos correspondentes a actividade espontanea
e evocada do EEG, passando pela analise dos ritmos do sono.

O sétimo capitulo tem como objectivo a referéncia a alguns aspectos de Fisica
Médica que ndo tenham sido abordados anteriormente, como sejam os Biomateriais,
equipamentos varios de monitorizacao, imagens de infravermelho, etc.

Nos ultimos capitulos pretende-se alertar os alunos para a importancia da
seguranca do equipamento hospitalar, quer para os funcionarios, quer para os doentes
e para algumas questdes relacionadas com a bioética, principalmente com o papel do
Fisico na organica hospital e de como as relagdes com os doentes devem obedecer a
rigorosas normas de comportamento.



1. INTRODUCAO

Os instrumentos médicos podem ter fungdes de medida, monitorizacgao,
cirurgia ou terapia. Concentrando-nos nos sistemas de medida, ¢ possivel reduzi-los a
um pequeno conjunto de operacdes que poderdo ser mais ou menos complexas. Desta
forma, sempre que se pretender aceder a medida de uma grandeza, quer directamente
através dos nossos sentidos, quer utilizando equipamentos adequados, podemos
distinguir cinco passos (ver figura 1.1): No primeiro, com o recurso a um sensor
apropriado, transforma-se a grandeza a que se pretende aceder num sinal analisavel
(tipicamente um sinal eléctrico). No segundo passo, esse sinal ¢ amplificado, uma vez
que, em particular nos fendémenos bioldgicos, a ordem de grandeza do sinal medido ¢é,
em geral, tdo baixa que se torna dificil de processar. Em seguida, ou se observa
directamente o sinal ou se processa o sinal e posteriormente se o observa. Por fim, o
sinal poderd ser guardado de modo a poder ser novamente analisado ou sofrer

posteriores processamentos.
observar
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Figura 1.1 - Esquema dos blocos existentes num sistema de medico.

Para ilustrar a aplicagdo deste esquema a duas situacdes considere-se: 1) a
percepcao de uma imagem através dos nossos olhos € 2) a medigdo dos ultra-sons
emitidos pelos morcegos.

No primeiro caso os fotdes de luz que formam a imagem que os nossos olhos
vém sdo registados pelos sensores (cones e bastonetes) existentes na retina,
especializados em transformar luz em sinais eléctricos. Esses sinais sdo transferidos e
processados pelos neurdnios, formando-se uma imagem que € reconhecida pelo
cérebro e que ¢ o resultado da actividade de determinados neurénios. Por fim, essa
imagem podera ser colocada na memoria através de mecanismos ainda nao totalmente
conhecidos.

No caso de estarmos interessados no registo dos ultra-sons emitidos pelos
morcegos, ¢ necessario utilizar um sensor adequado, que nesse caso, podera ser um
cristal piezo-eléctrico que transforma os ultra-sons em sinais eléctricos. Estes sinais
sao amplificados e podem ser visualizados num osciloscopio. Geralmente, antes de
serem observados, estes sinais sofrem um processo de filtragem (processamento) com
o objectivo de os libertar de ruido (frequéncias indesejadas). Finalmente, o sinal
podera ser gravado no disco rigido de um computador, num CD ou qualquer outro
suporte.

Associados aos sistemas de medida estdo, muitas vezes, mecanismos de
controlo. Neste caso os circuitos apresentam uma maior complexidade, uma vez que



existe um pardmetro que ¢ controlado com base no valor medido’. Na figura 1.2
encontra-se um esquema geral dos sistemas de controlo: Existe um parametro que ¢
monitorizado e um valor de referéncia que pode ou ndao ser também ele medido.
Ambos sao transmitidos a um dispositivo de comparagao que actua sobre o parametro
que se pretende controlar através de diferentes acgdes.
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referéncia

Factor do qual Medicdo do

parametro
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Alteragdo do
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medir

Alteragdo de
um outro
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Figura 1.2 - Esquema dos blocos existentes num sistema de controlo.

Retome-se o primeiro exemplo. Como se sabe, o sistema nervoso tem
capacidade para avaliar a quantidade de luz que esta a chegar a retina e decidir qual a
abertura adequada da pupila. Neste exemplo a referéncia ¢ um patamar previamente
estabelecido e o parametro controlado ¢ diferente daquele que ¢ medido.

Imagine-se uma outra situacdo em que se pretende manter uma sala a uma
dada temperatura. Neste caso, ¢ medida a temperatura da sala (que coincide com o
parametro a controlar), estabelece-se a referéncia desejada e decide-se se os
dispositivos de aquecimento ou arrefecimento devem ou nao ser ligados.

No decurso deste primeiro capitulo ir-se-a4 abordar essencialmente duas destas
componentes essenciais: 1) os sensores e 2) o(s) modulo(s) de processamento de sinal.

1.1. SENSORES

Um sensor ¢ um elemento de medida que transforma ou amplifica uma
determinada variavel num parametro que ¢ mais facilmente processado. Uma vez que
tanto o processamento de sinal como o seu registo sdo feitos, cada vez mais, através
da electronica, os sensores tendem a ser transdutores que transformam a grandeza que
se pretende medir em tensao.

Uma das dificuldades da constru¢do de sensores biomédicos ¢ a de, num
grande niimero de casos, a gama na qual se pretende medir a grandeza ser muito larga,
pelo que ¢ exigido que a dependéncia entre a grandeza medida e a registada seja a
mesma, em geral, linear, numa vasta gama de valores. Em seguida far-se-4 uma
resenha de alguns dos mais importantes transdutores utilizados em Medicina,
dividindo-os segundo o tipo de variavel que medem: sensores de grandezas

% O parametro a controlar tanto pode ser aquele que é directamente medido, como outro que lhe esteja
associado.



mecanicas, de temperatura e eléctrodos. Nesta enumeracdo ndo sdo referidos os
sensores quimicos que detectam, por exemplo, as concentracdes de pH e de gases,
como o oxigénio e o dioxido de carbono, e os sensores bioquimicos constituidos por
um sistema de reconhecimento especifico, como um enzima ou um anticorpo, € uma
estrutura que transforma uma reac¢do quimica numa grandeza mensuravel, ou seja,
num sinal dptico, eléctrico ou mecanico.

Sensores de Grandezas Mecdanicas
Os sensores de grandezas mecanicas sao particularmente uteis no estudo dos

musculos,

do sistema circulatorio e respiratorio. Contam-se como o0s principais

sensores desta categoria:

)

iii)

Sensores de tensdo mecanica/pressdo — Nestes sensores € utilizado o
efeito piezoresistivo para medir tensdes mecanicas, ou seja, o facto da
resisténcia de um metal ou de um semicondutor ser dependente da
pressdo a que esta sujeita. O principal problema destes sensores € o
serem muito dependentes da temperatura, pelo que é necessario
compensar este aspecto. No que respeita ao desempenho comparativo
entre os metais € os semicondutores, os primeiros sa0 menos sensiveis,
apresentam maior linearidade e sdo moderadamente dependentes da
temperatura, enquanto que os semicondutores sdo mais sensiveis, nao
apresentam um comportamento tao linear, ¢ sao mais dependentes da
temperatura.
Este tipo de sensores ¢ utilizado, por exemplo, para medi¢do directa da
pressdo sanguinea, ou seja, o detector de pressdo ¢ colocado no interior da
via onde se pretende determinar a pressdo. Nestas medidas deve ter-se em
conta que a pressdo total num fluido é dada por: P = P.+ pgh+ pv’/2
(equagdo de Bernoulli); onde P. ¢ a pressdo estatica, p € a densidade do
fluido; /4 a altura a qual a medida esta a ser efectuada e v a velocidade do
fluido.
E de salientar, no entanto, que esta nao ¢ a forma mais usual de medir a
pressao sanguinea, para o que se usa, habitualmente um método indirecto,
utilizando um esfingmomandmetro que, associado a um estetoscopio,
permite medir as pressdes maxima e minima (na minima, o sangue comeca
a passar, mas com um fluxo turbulento e, na maxima, o sangue deixa
simplesmente de passar).
Potenciometro — Transforma deslocamentos lineares ou rotacionais
numa diferenca de potencial, através do contacto com um elemento
resistivo e usando a lei de Ohm. Em geral, a resolucio destes sensores
¢ limitada pelo tamanho das espiras de que a resisténcia ¢ feita.
Sensor de deslocamento indutivo — Considerando que a indutancia
mutua se calcula através da expressido L = uN*mr?/[, onde N é o nimero
de espiras, » € o raio da espira, / o tamanho da espira e p a
permeabilidade do ntcleo € possivel determinar deslocamentos através
do movimento no interior do nicleo de uma pega, em geral, ferrosa.
Com este procedimento altera-se | e, por conseguinte, L passa a ser
uma medida do deslocamento.
Condensador de placas — a capacidade de um condensador de placas ¢
dada por: C = €4/d, onde ¢ ¢ a permitividade dieléctrica entre as placas;
A ¢é a area das placas e d a distancia entre elas. Deste modo, variando d,
varia-se a capacidade do condensador.



Sensor de efeito de Hall — A diferenca de potencial que se cria numa
placa sujeita a um campo magnético B, perpendicular a esta e que ¢
percorrida por uma corrente /, ¢ dada por: V'=KIB/h, onde K ¢ a
constante de Hall do material e 4 ¢ a espessura da placa (ver fig. 1.3).
Um sensor deste tipo pode, por exemplo, basear-se no deslocamento da
placa no interior de um campo heterogéneo.

1N

Figura 1.3 — Esquema do principio do efeito de Hall. Repare-se que V; é a

diferenca de potencial responsavel pela corrente I que atravessa a placa, B é a densidade
de campo magnético e V' é a diferenca de potencial criada. (adapt. A.E. Profio, 1993)

vi)

Sensor de efeito piezoeléctrico — Estes sensores baseiam-se no efeito
através do qual um cristal sujeito a uma for¢a F' desenvolve uma carga
O que cumpre a relagdo: Q = DF, onde D ¢ o coeficiente piezoeléctrico
do material. A forca aplicada pode assim ser medida através de um
amplificador de carga ou medindo a diferenca de potencial, uma vez
que esta ¢ dada por V' = Q/C, onde C ¢ a capacidade do cristal que pode
ser calculada usando a expressao do condensador de placas.
Estes sensores sdo, por exemplo, utilizados para determinar a velocidade
sanguinea quer através de fluxémetros de tempo de transito como através
do efeito de Doppler. No primeiro caso, ¢ utilizado um pulso de ultra-sons
que viaja entre A e B (ver fig. 1.4). Se estes dois pontos estiverem a
distancia D e fizerem um angulo 6 com a velocidade do fluido, v, o tempo
de transito entre os dois pontos quando o fluido viaja no mesmo sentido ¢
de: t=D/(vs+v cosB), enquanto que se os sentidos forem opostos o
tempo sera: t = D/ (vs - v cosB), onde vs € a velocidade do som no fluido.
No segundo, mede-se a frequéncia dos pulsos de ultra-som, f, apoOs estes
serem dispersos pelos eritrocitos. Neste caso a velocidade do sangue, v,
cumpre a relagao: f- f, = fov/(vs — v), onde: f, € a frequéncia do ultra-som e
vs a velocidade dos ultra-sons no fluido. Como v €, em geral, muito maior
que v, a expressao toma a forma: f - fo = fov/vs.

Figura 1.4 — Representacdo do principio dos fluxémetros de tempo de
transito. (adapt. A.E. Profio, 1993)



vii) Fluxémetros electromagnéticos — Estes instrumentos consideram o
facto de um condutor em movimento com uma velocidade v,
perpendicular a um campo magnético com densidade de fluxo B, gerar
uma diferenca de potencial que cumpre: V' = 2rBv, onde r ¢ o raio do
condutor, considerado cilindrico. No caso de se pretender medir a
velocidade do sangue, este funciona como o condutor que se move er,
sera, entdo, o raio da artéria.

Sensores de Temperatura

Os termometros sdo aparelhos muito utilizados na clinica, uma vez que a
temperatura do corpo ¢ uma grandeza muito constante e o seu desequilibrio
corresponde, geralmente, a uma situagcdo de infeccdo. Para além desta utilizacdo os
termometros tém ainda a fungdo de monitorizar a temperatura dos tecidos irradiados
por radiagdo laser. Para além dos populares termdmetros que utilizam a variagdo de
volume de um liquido com a temperatura, pode ainda considerar-se como aplicados a
Medicina, os termometros:

i) Termoresistivos — Estes sensores utilizam a variagao da resisténcia dos
metais e dos semicondutores com a temperatura, que, para variagdes
pequenas de temperatura, segue a expressao: R=R,[l +o(T - T,)],
onde R, € a resisténcia a uma temperatura padrao, 7o, € o0 0 coeficiente
de temperatura que pode ser positivo ou negativo. Estes sensores sao
parte integrante de um circuito electronico que ¢, basicamente, um
amplificador operacional.

ii) Termoeléctricos — Estes termdmetros sdo os chamados termopares e
utilizam o efeito de Seebeck. Este efeito indica que se forem
considerados trés trogos de dois metais diferentes ligados através de
duas jung¢des, onde uma se encontra a uma temperatura padrdo 7; e a
outra a temperatura que se pretende medir 7>, ¢ gerada uma diferenca
de potencial que cumpre: V= (71 - T>) +y (T\* - T?). Se a gama de
temperaturas for pequena, o termo quadratico pode ser desprezavel e,
portanto, a diferenga de potencial vem proporcional a diferenga de
temperaturas.

Eléctrodos

Existem inUimeras situagdes em que sdo necessarias medidas eléctricas na
clinica, especialmente aplicadas ao sistema nervoso e aos musculos, em particular ao
musculo cardiaco. Os principais sensores nesta area sao os eléctrodos, que se dividem
em macroeléctrodos e microeléctrodos. Os primeiros medem a actividade de um
tecido ou 6rgdo, enquanto que os segundos medem a actividade ao nivel celular.
Refira-se que uma vez que os eléctrodos medem diferencas de potencial ¢ necessario
estabelecer-se um local para a colocacdo do eléctrodo de referéncia, o qual ndo pode
ser excessivamente afastado da actividade que se pretende medir, pois corre-se o risco
de ser sensivel a actividade de outros tecidos, nem excessivamente perto para que nao
seja contaminado com a actividade em estudo.

1) Macroeléctrodos — Os macroeléctrodos que se mantém em contacto
com a pele podem ser de ligacdio metal/electrolito ou de ligacao
capacitiva. No primeiro caso tem-se uma pe¢a metalica e um gel
electrolitico que estabelece a ligagdo entre o tecido e o metal. E de



referir que logo que o gel entra em contacto com o metal se observa
uma diferenca de potencial que ¢ devida a transferéncia de cargas entre
o gel e o metal. Para que esta diferenga de potencial ndo interfira com
as medidas € necessario garantir que a resisténcia ¢ a capacidade do
contacto € igual entre o eléctrodo de medida e o de referéncia de modo
a que o potencial medido corresponda apenas a diferenca de potencial
entre os dois locais e ndo aquela que corresponde ao contacto entre o
metal e o gel.

Quanto aos eléctrodos capacitivos o contacto do metal com a pele ¢ feito

através de um isolador, por exemplo ar, e o que ¢ medido ¢ a corrente de

deslocamento, em vez da corrente relativa a0 movimento de cargas.

i1) Microeléctrodos — Existem basicamente trés tipos de microeléctrodos:

1) aqueles que estdo no interior de um capilar de vidro e mergulhados
num electrolito que faz o contacto com a célula através de um orificio
na ponta do capilar; 2) os totalmente metalicos revestidos por um
isolador, que estabelecem o contacto directamente com a célula,
através de um orificio no referido revestimento e 3) eléctrodos de
estado solido que sdo fabricados utilizando técnicas idénticas as de
construgdo dos circuitos integrados.

1.2. PROCESSAMENTO DE SINAL

Desde a detec¢do dos sinais até a sua andlise, pode existir uma série de
procedimentos matematicos, mais ou menos complexos, que permitem colocar em
evidéncia as caracteristicas em estudo. Os sinais podem ser classificados segundo
diferentes categorias. Pode-se distinguir os sinais continuos dos discretos: enquanto os
primeiros sdo descritos por uma variavel continua no tempo ou no espago, 0s
segundos sdo descritos por pontos discretos, ou seja, por uma sequéncia de nimeros.
Podem ser considerados deterministicos, quando lhes esta subjacente uma funcao
matematica ou determinadas regras de criacao, ou aleatorios. Tomam ainda especial
relevancia os sinais periodicos, que revelam caracteristicas que se repetem apds um
determinado periodo de tempo.

Dada a enorme relevancia de que o processamento de sinal se reveste na
analise de dados médicos, nesta sec¢do abordar-se-do algumas técnicas especialmente
utilizadas neste ambito: métodos de ajuste de parametros; andlise de propriedades
periddicas e detec¢do de comportamentos deterministicos.

Ajuste de parametros

As fungodes polinomiais sdo das mais utilizadas para fazer o ajuste de dados.
Ou seja, considerando uma série de dados y; pretende-se aproxima-la a uma fun¢do do
tipo:

M
y(x,)= Zakxf 1.1
k=0

da qual se desconhecem os parametros a; e, em geral, M.
A primeira questao que se coloca ¢ a forma de testar a qualidade desse ajuste,
com esse intuito €, muitas vezes, utilizado o erro médio quadradtico, definido por:



0 =;]Zl][y,- —y(x)f (1.2)

N
J=
onde N ¢ o numero de pontos de que se dispde.

As chamadas técnicas de minimos quadrados, nao fazem mais do que
encontrar os parametros para os quais a fun¢do ( se minimiza. Ou seja, estd-se

perante um problema de extremos. Pense-se no caso particular de uma recta com
declive 1:

y=x+b (1.3)
Neste caso, Q ¢ dado por:
1 N( )2 [ 2 2]
Q:N,Zl:yf_x’_b =—(y1 xl—b) +(y2 xz—b) + +(y —xN—b)
=
(1.4)

Zg :;{[—2(}’1 - X, —b)_Z(J’2 % _b)_"’_z(yN XN _b)]z_]\?;(yj = _b)z

(& N N (& N
= Zyj—zxj—Zb Y ny_zxf_bN
N j=1 j=1 j=1 N

(1.5)
Igualando a zero, para encontrar o minimo:
aQ N N 1 N N 1 N
=0y =2 x 4N e b= 3y =D x, QbZ*Z(% —xj)
ob Jj=1 Jj=1 N j=l Jj=1 N j=l
(1.6)

Um bom exercicio € usar 0 mesmo raciocinio para uma recta geral de declive
m e ordenada na origem b:

y=mx+b (1.7)

Neste caso, obter-se-a um sistema de duas equagdes (obtidas igualando as
derivadas parciais da fungdo Q em ordem a m e a b a zero) e duas incognitas (0s
parametros: m € b).

A situacao mais geral que corresponde ao ajuste de um polinomio de ordem M,
corresponde, de facto, a um sistema de M + 1 equacdes com M + 1 incognitas que
pode ser resolvido recorrendo a métodos numéricos que envolvem a inversdao de
matrizes.



E de abordar a situagdo em que nem todos os pontos sao medidos com a
mesma precisdo. Nestas circunstancias, faz sentido que no calculo do erro médio
quadratico esta questdo seja tida em consideragdo. Por este motivo, O toma, entdo, a
forma:

1< [yj —y(xj)]2

0=— 7—? (1.8)
N3 5 J

onde 8y; € o erro associado a cada medida y;.

Esta técnica pode também ser utilizada em situagdes em que a fungdo a ajustar
nao ¢ um polindomio. Neste caso, a primeira op¢ao a tomar ¢ verificar se existe alguma
operagdo que transforme o problema num caso polinomial. Tome-se, por exemplo, a
fungdo exponencial:

y=ae (1.9)
Ao sujeitar a fun¢ao a operagdo logaritmica, obtém-se:
logy =loga—bxloge < logy=a'-b'x (1.10)

que se resume ao caso de uma recta com declive b” e ordenada na origem a’.
Ha, no entanto, situacdes em que este estratagema ndo ¢ aplicavel. Imagine-se,
por exemplo, que se pretende ajustar uma soma de exponenciais:

by b
y=ae" +a,e +.. (1.11)

Neste caso a linearizagdo ndo resulta e torna-se necessario atacar o problema
de uma outra forma. Assim, utiliza-se uma outra abordagem a que se d4 o nome de
minimos quadrados nao lineares e que ¢ um método iterativo que exige que seja dada
uma primeira estimativa para os parametros que se pretende encontrar. Deste modo,
considere-se o conjunto (b1, b2o,...) cOmo essa primeira estimativa, a funcao ¢ escrita
sob a forma de série de Taylor em torno desse ponto:

8 8
P, 38y,85 ) = Y(X,3D1 by ) + 85111 + az’hz +o (L12)

1 1

a expressdao fica linear relativamente aos parametros 4 porque as derivadas sdo
tomadas com os valores correspondentes a estimativa fornecida. E, entdo, utilizada a
técnica dos minimos quadrados (linear) para encontrar os parametros 4 € a nova
estimativa vem dada por: bi=brothi. Repete-se o processo até se alcangar um minimo
para a funcdo Q. Estes métodos apresentam varios refinamentos que permitem, quer
tornar o processo de busca mais rapido, quer evitar solugdes que correspondam a
minimos locais.
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Transformada de Fourier
Uma fun¢do diz-se periddica quando se repete apds um determinado periodo
de tempo, o que € equivalente a dizer, quando cumpre a relacio:

y+T)=y@) (1.13)

Note-se que a variavel ¢ tem, neste contexto, o significado de tempo, mas todo
o formalismo que se ird desenvolver em torno das fun¢des periddicas ¢ valido quando
o tempo ¢ substituido por qualquer outra variavel independente.

O exemplo tipico de fungdes periddicas sdo as fungdes trigonométricas.
Considere-se, por exemplo, uma funcao seno de amplitude 4, frequéncia angular w, €
fase inicial ¢:

y(t) = Asin(®,t —¢) (1.14)

Como ¢ sabido, esta funcao repete-se quando o seu argumento avanca de 2w, ou s¢ja,
ao fim de um periodo 7, cumprindo-se a relagao:

_x

1.15
T (1.15)

(’00
Repare-se que ¢ possivel escrever a funcdo y em termos da soma de uma
fungdo seno, com uma fungao coseno:

y(t) = Asin(® f —¢) = A(sin® fcosd —cosm tsin) =
(Acosd)sinw ¢ —(Asind)cosm ¢ = Ssinw ¢ — C cosm, ¢ (110

As fungdes cuja frequéncia ¢ multipla da fundamental, isto é, que tém uma
dependéncia com o tempo do tipo: cos(kmot), onde k& é um numero inteiro®, da-se o
nome de harmonicas. Na figura 1.5 estdo representadas diversos sinais periodicos
obtidos através da soma de fungdes seno e coseno cujas frequéncias sao harmoénicas
da primeira.

Esta capacidade de ajustar a um sinal com uma determinada forma, uma soma
de funcdes sinosoidais, sugere que um conjunto de dados discretos com
comportamento periddico, possa ser aproximado a uma fun¢do da forma:

() =a,+ Z”:ak cos(kcootj)+ Zn:bk sin(k(ootj) (1.17)
k=l k=1

Observe-se que, neste caso, o periodo 7=2m/m, € caracteristica da fungao
calculada e ndo, necessariamente, da funcdo original. Estd-se, pois, mais uma vez,
perante uma situacdo de ajuste de fungdes, onde se pretende conhecer os 2n+1
parametros: (ao; ai,..., a; bo, bi,..., b,). Por conseguinte, ¢ possivel usar o método dos
minimos quadrados para os calcular. Comece-se por construir a fun¢ao Q:

N n n 2
0= 12(3’/‘ —a,— Z a, cos(k(ootj )— Zbk sin (kcootj )J (1.18)
k=1

j=l k=1

3 Nao confundir com a varivel frequéncia espacial que sera introduzida mais adiante no texto.
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y = sen(t)
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©
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y = sen(t)+0.5sen(3t)+0.3cos(5t)

]
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©

tempo (t)

Figura 1.5 — Representacio de sinais periodicos obtidos somando ondas sinosoidais cujas
frequéncias sejam harmonicas da primeira. (adapt. R.K.Hobbie, 1997)

Calculando-se as derivadas em ordem aos parametros, obtém-se:

N n n
a—Q = _gz Yy, —a,— Zak cos(k(ootj )—Zbk sin(kcootj) 1.19)
da, N3 k=1 k=1
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n derivadas do tipo:

:;Q =— ]Zvi Kyj -a, — Zn:ak cos(kcoo { )— ibk sin(/’cco0 { )] cos(mcootj )} (1.20)
m J=1

k=1 k=1

e n derivadas do tipo:

N n n
o __2 ZKyj —a,— Y. a, cos(kcootj )— > b, sin(kmotj)] sin(mooot_/. )} 1.21)
ab,, N3 k=1 k=1

Ao igualar estas equagdes a zero para encontrar os parametros que minimizam
0, obtém-se:

N n N n N
Z y; =Na, + Zak Zcos(k(oot)Jr Zbk Z sin(k(o Ot) (1.22)
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

n equacoes do tipo:

N
Zyj cos(mwot):

Jj=1

N n N n N
=a, ZCOS(I’I’IO)Ot) + Zak Zcos(kcoot)cos(mooot)Jr Zbk z sin (ko .t )cos(mom,¢)

j=1 k=l j=l k=1 j=1

(1.23)

comm = 1,..., n e n equagdes do tipo:

N
Zyj sin(ma,t) =

s (1.24)
N n N n N

=a, Z sin(mm ) + Zak ZCos(kcoot)sin(mmOt) + Zbk Z sin (ko ,¢)sin(ma, )
J=1 k=1 Jj=1 k=1 j=1

comm =1,..., n.

Facilmente se verifica que estas equagdes se tornam bastante mais simples se
os instantes ¢ estiverem igualmente espagados. Nesse caso, considere-se que cada
intervalo 7 contém N pontos, entdo t;,=;7/N =2nj / Ny, com j =1,..., N. O que
implica o argumento dos senos e cosenos ser da forma: 2mjk / N. Ora, atendendo as
igualdades:
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[Zchk] {N, k=0ou k=N
— | = (1.25)

0, caso contrario

N
Z COoS

J=1

4l 2k
Z ( v j , Vk (1.26)
=

% (2njkj (2njmj N/2, k=mouk=N-m
ZCOS cos = . (1.27)
= N N 0, caso contrario

_— X N/2, k=m
2sm( Y ] [ n]mj_ -N/2, k=N-m (1.28)
= N N .
0, caso contrario
N . .
z sin( 2k j cos( 2rjm j =0, Vk (1.29)
= N N

A simplificacdo das equagoes (1.22), (1.23) e (1.24) conduz as equagdes:

a =LY 1
0T N o Y (1.30)
2 < 2mjm
= — . COS
N;y.f ( N j (1.31)
2 L (2mm
= — . SIn
N;y, ( N j (1.32)

Em geral, modifica-se estas equacdes tendo em conta o facto de tanto o seno
como 0 coseno terem os mesmos valores para j=0 e para j=N e, portanto, os limites do
somatorio podem ser modificados para:

lel
a, =— :
) NjZ;,y, (1.33)
a —gNil cos 2njmj 1.34
" N2 v (1.34)
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2 . (2njm
b =— _sin
m N Z Y, ( N j (1.35)

Jj=0

Do mesmo modo, para valores igualmente espagados, a equagdo (1.17) toma a
forma:

v, = y(t )=a, + Zak cos( )+Zb ( j (1.36)

k=1

Uma vez que existem N pontos independentes, tém que existir, pelo menos N
coeficientes independentes e, portanto, deve cumprir-se:

N -1
2

n< (1.37)

O que significa que devem existir, pelo menos, dois pontos por periodo
correspondente a frequéncia mais alta. Este resultado ¢ conhecido pelo Teorema de
Nyquist.

Sugere-se que, atendendo as caracteristicas de simetria das equagdes (1.27) e
(1.28), se prove que as equagdes (1.34), (1.35) e (1.36) podem ser reescritas sob a
forma:

1 < 2mjm
a = — . COS
m N;% ( N j (1.38)
1 <& (2mm
= — - SIn
N%y j ( N j (1.39)

() ZakCOS( j Zb (h]kj (1.40)

Sendo este conjunto de equagdes conhecido pela Transformada de Fourier
Discreta. Ao introduzir os nimeros complexos neste formalismo, as equacdes
tornam-se mais compactas, podendo ser escritas sob a forma:

Yo =D ye Y (1.41)
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1 N-1 o
V= Y, (142)
j=0

Admitindo que y; sdo reais, entdo, na equacdo (1.42), apenas a parte real ¢
considerada.

Deve-se realgcar que, do ponto de vista de aplicagdes, a transformada de
Fourier ¢, actualmente, realizada através de uma técnica a que se dd o nome de
Transformada de Fourier Rdpida’, que envolve um menor nimero de célculos e, por
1ss0, se torna bastante mais pratica.

Ao derivar-se as equagdes (1.38), (1.39) e (1.40) a partir das equacgdes (1.33),
(1.34), (1.35) e (1.36), utiliza-se o resultado de os coeficientes de Fourier (nome dado
aos parametros ax € by) entre k =0 e k = (N-1) /2 serem iguais aos correspondentes a
k=(N-1)/2+1 até k= N. Isto significa que apenas metade deste coeficientes sdo
independentes, ou seja, ao considerar-se um intervalo entre dados de 7/N, a frequéncia
angular méxima que se pode considerar ¢ de (N-1)mo/2, ou , 0 que ¢ 0 mesmo, 0O
periodo correspondente ¢&:7min =27 /(N-1) que ¢ aproximadamente o dobro do
espacamento entre dois pontos consecutivos. Ou seja, para determinar o coeficiente
associado a uma dada frequéncia é necessario ter-se dois pontos por cada periodo
correspondente a essa frequéncia. Esta ¢, na verdade, uma outra formulacdo do
Teorema de Nyquist. Na figura 1.6 observa-se o que acontece quando esta condi¢ao
ndo ¢ verificada. Ou seja, quando, no sinal, existem frequéncias mais elevadas, estas
contribuem, na analise de Fourier para os coeficientes de frequéncias mais baixas,
sendo um fenomeno a que se da o nome de alisamento’. A inica forma de garantir que
este fendmeno ndo ocorre € sujeitar o sinal a um filtro que o limpe de frequéncias
excessivamente elevadas e, so entdo, aplicar a andlise de Fourier.

LA
VY

Figura 1.6 — Esquema ilustrativo do efeito de alisamento associado a discretizacio de
pontos usando taxas de amostragem mais baixas do que as frequéncias presentes no sinal. (adapt.
R.K.Hobbie, 1997)

E também possivel estender estas técnicas a fungdes periodicas (note-se que
até aqui se tem considerado séries temporais e ndo funcdes). Neste caso, a funcdo a
aproximar ¢ idéntica a (1.17) (série de senos e cosenos), mas a quantidade a minimizar
toma a forma:

* Do inglés: Fast Fourier Transform (FFT).
> Do inglés: aliasing.
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{'4T

= I ~ Ve ()] dt (1.43)

Minimizar Q (sugestdo de exercicio) leva a definicdo dos parametros a,, € b.:

2T
Iy cosmoa t)dt
TO

T
_2 j W(t)sin (mo ¢ )dt (1.44)
T 0

T

;Iyt)dt

0

Note-se que este integrais podem ser tomados em qualquer periodo, sendo, por
vezes, util considera-los entre —77/2 e 7/2.

Poténcia dos sinais

Uma fungdo que ¢ muitas vezes utilizada em diferentes dominios e, também,
no Ambito da Fisica Médica € a poténcia dos sinais, cuja expressdo geral é:

(y?)= hm— Iy (¢)dt (1.45)

Tﬁw

e para fungdes periddicas toma a expressao:
<y2> = *J‘yz (¢)at (1.46)
T
Se na equacao anterior y for substituido pela sua expressao:

y(@)=a, + Zn:ak cos(koa of ; )+ Zn:bk sin(kcootj )+8n ) (1.47)
k=1

k=1

onde &,(7) ¢ a diferenga entre o sinal medido e a soma relativa a todos os #n termos da
transformada de Fourier.

E mais uma vez possivel (exercicio) provar que a poténcia do sinal vem dada
por:

¢ Onde o operador < > denota média temporal de uma variavel.
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<y2(t)>:a0+;Z(a§+bf)+<8§>=2®k +<85> (1.48)

Onde:

o, = ;(a,f +b,f) Vk#0 e O, =a; (1.49)

Funcoes de Correlagdo

Um importante dado sobre duas grandezas ¢ a forma como elas se relacionam
temporalmente, a funcdo de correlacdo entre duas varidveis permite auferir de que
forma ¢ que uma alteragdo numa delas se relaciona com uma alteragao prévia ou
posterior da outra. Note-se, no entanto, que neste formalismo, a existéncia de
correlagdo nao implica uma relagdo de causa-efeito.

A funcao de correlagdo entre duas fungdes yi(7) e y»(¢), definidas por pulsos, ¢
dada pela expressao:

D)= Iyl D)y, (t+71)dt (1.50)

Quando as fungdes nao sdo pulsos, a fun¢do correlagdo toma a forma:

) 1 +T
@ (e) = (O, (40) = lim [y )y, (¢ +7)de (1.51)
-7
Caso as fungdes sejam periddicas, entdo a expressao (1.51) € reescrita como:

1 (4T
®,0)= [n Oy, r0)d (1.52)

t

Chama-se funcao de auto-correlacdo a funcdao de correlagdo de um sinal
consigo proprio.

Transformada de Fourier de sinais periodicos

Regressando ao formalismo das Transformadas de Fourier, resta considerar a
situacdo em que o sinal ¢ continuo, mas ndo periddico. Nesta categoria podem
incluir-se os pulsos e o ruido.

Comece-se por considerar as equagdes (1.17) e (1.44), validas para sinais
periddicos. Ao observar que os limites dos integrais das expressdes (1.44) podem ser
quaisquer uns, desde que incluam um periodo completo, considere-se, entdo o
intervalo [-7/2,+7/2] ¢ faga-se a substitui¢ao: 1/7 = wo/2m:
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T/2

a, = Do Jy(t)cos(k(o o )dt

T -7/2
(0 T/2
b, =—" [ y(t)sin(ko, )1 (1.53)
-T/2
T/2

ijy

-T/2

Onde k pode, agora, ser negativo. Usando um truque semelhante ao usado para
os valores discretos, observando que ax = ax € -bx = by, ¢ possivel reescrever as
relagdes (1.53) sob a forma:

T/2

a, = W(¢)cos(kw ¢ )t
2n _TJ/Z

T/2

[ ()sin (keo, )t (1.54)

-T/2
T/2

o0

-T/2

®,

b,
k2n

Visto que cos(0mot) = 1 e sen(Owot) = 0 a definigdo de a, pode ser incluida na
defini¢do de a, e pode acrescentar-se b, em b, uma vez que b, é nulo. Ficando as

relagdes com a forma:

T/2

a, = Do Iy(t)cos(kmot)dt
2n ;)
o) T/2

b == [ e)sin(ko,t)de (1.55)
27T -T/2

y(t) = i[a,'( cos(kaw,t)+ b, sin(kcoot)]

Finalmente se forem introduzidas as variaveis: C, = 2na’ /oo € Sy = 21th’ /oy as
relagcdes finais sao:

T/2
C, = Iy(t)cos(kcoot)dt
-T/2
T/2
S, = [ (t)sin(key)ar (1.56)
-T/2

y(t) = ;)—; i [Ck cos(ka,t)+ S, sin (k(oot)]
k=-0
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Na verdade estas equagdes nao trazem muito de novo, comparativamente com
as anteriores, apenas foram introduzidos k£ negativos. Por conseguinte, este novo
formalismo poderd, uma vez mais, ser aplicado a fun¢des periddicas, como por
exemplo, a fun¢do representada na figura 1.7 a). Suponha-se, entdo, a fungdo nao
periodica esquematizada na figura 5 b) e assuma-se, ainda, que a poderiamos
aproximar a uma fun¢do periddica com periodo 7 (ver figura 5 c)), sendo esta
aproximacao tanto mais proxima da real quanto maior for 7.

MY

a) b) ¢)
Figura 1.7 — Esquema de a) uma funcio periédica, b) uma funcfo ndo periédica e c) da
aproximacio de uma fun¢do niao-periédica a uma funcio periédica. (adapt. R.K.Hobbie, 1997)

>

Com base nesta aproximagdo observa-se que fazer T tender para infinito,
corresponde a transformar o somatorio da equagdo 1.56 em integral. Ou seja,
atendendo a que ¢ possivel definir ® como sendo frequéncias que se relacionam com
oy (frequéncia associada ao periodo 7) através da relacdo: o = kwo € que fazer 7 tender
para infinito significa fazer w, tender para zero e ® deixarem de ser discretas; as
equagoes 1.56 sdo transformaveis em:

y(t) = _ T[C(w) cos((ot) + S(w)sin (koat)]doa
2m 7

C, = I W(t)cos(kot dt (1.57)

—00

5, = [ y(e)sin (ko i

—00

Que sdo a forma mais geral das transformadas de Fourier, também aplicéveis a
sinais nao periddicos.
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